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Prólogo 


La teoría de conjuntos se encuentra en los fundamentos de la matemática, que, explícita o implí- 
citamente, en todas sus ramas, utiliza conceptos de la citada teoría, tales como los de función y 
relación, 


Este texto, que no es un tratado riguroso. axiomático, de la teoría de conjuntos, se divide en tres 
partes, de tal manera que, sin perturbar la exposición lógica de los conceptos, resulta tanto más útil 
como texto o como libro de consulta, a distintos niveles. La Parte 1 contiene una introducción a las ope- 
raciones elementales con conjuntos y un estudio detallado de los conceptos de función y de relación. 
La Parte 11 desarrolla la teoría de los números cardinales y de los ordinales, a la manera clásica de Cantor; 
trata también de los conjuntos parcialmente ordenados y del axioma de elección y sus equivalentes, 
incluyendo el lema de Zorn. La Parte 111 abarca temas que, por lo común, se presentan asociados a la 
teoría elemental de conjuntos. P 


Naturalmente, la exposición peculiar de ciertos temas acusa la influencia de las preferencias del 
autor; así, por ejemplo, introduce las funciones antes que las relaciones y no las define al principio 
como conjuntos de pares ordenados. Cada capítulo comienza con enunciados claros de oportunas de-. 
finiciones, principios y teoremas, junto con material aclaratorio y descriptivo; a esto sigue una rela- 
ción de problemas de creciente dificultad, unos resueltos y otros solo enunciados. Los primeros ilus- 
tran y amplían la teoría, poniendo de relieve aquellos detalles sin los cuales el estudiante se siente cong- 
tantemente en terreno inseguro y que a la vez dan lugar a la repetición de los principios básicos, tan 
esencial para el aprendizaje eficaz. Numerosas demostraciones de teoremas y de consecuencias de los 
resultados fundamentales quedan incluidas en muchos de los problemas resueltos. Los enunciados 
suponen una revisión completa del material de cada capítulo. 


Se estudian aquí muchos de los aspectos que no pueden abarcarse en el programa de la mayoría 
de los primeros cursos, con el propósito de hacer el libro más variado, para que sea más útil su consulta 
y para estimular un ulterior interés en los temas. 


Damos a continuación la referencia de los textos que sugerimos para consulta. Los de Halmos y 
Kamke se recomiendan especialmente como lectura auxiliar en la Parte Il 


Bourbaki, N., Theorie des Ensembles, Hermann, París, 1958 
almos, P. R,, Naive Set Theory, Van Nostrand, 1960 
Hausdorff, F., Ser Theory, Chelsea, 1957 
Kamke, E., Theory of, Sets, Dover, 1950 
Kuratowski, C., Introduction to Sét Theory and Topology, Addison-Wesley, 1962 
Natanson, l. P., Theory of Functions of a Real Variable, Caps. 1, 2, 14, Ungar, 1955 


Deseo aprovechar esta oportunidad para agradecer a muchos de mis amigos y colegas sus valiosas 
sugerencias y la revisión crítica del manuscrito. Hago extensivo mi agradecimiento, de manera particu- 
lar, al personal de la Schaum Publishing Company por su excelente colaboración. 


Seymour Lipschutz 


Nota del traductor 


El lenguaje de las matemáticas se internacionaliza cada vez más, haciéndose más preciso, más exacto 
y menos propenso a ambigiedades. El simbolismo perfeccionado y la nomenclatura, aceptados por 
todos, harán realidad muy pronto el que se pueda leer un texto matemático sin apenas conocer la lengua 
de expresión de su aujor. 

Por esto, y buscando justamente la precisión, ha parecido aconsejable modificar ligeramente la 
nomenclatura y notación de este libro en su versión española, poniéndolas más acordes con'lo que hoy 
es de uso más autorizado y universal. Así, por ejemplo, se introducen las expresiones «inyectiva» y «so- 
breyectiva», para designar las funciones que antes se llamaban «en» y «sobre», en su desafortunada 
traducción del inglés. Las sobredichas expresiones ya se van adoptando universalmente; Van der Waerden 
las emplea en la séptima edición de su Algebra (1966); McLane y Birkhof las introducen en su libro de 
Algebra (1967). 

Para evitar sentidos equivocos de un mismo vocablo, se ha optado, definitivamente, por llamar 
«recíproca» a la función que aún muchos llaman inversa, con manifiesta impropiedad; inverso, se ha 
reservado para el simétrico multiplicativo. Se adoptan asimismo los nombres «mayorante» y «mino- 
rante», para lo que se denominaba antes cota superior o cota inferior, respectivamente. 

En cuanto a los simbolos, solo se ha cambiado la notación de los intervalos abiertos: Ja, ó[ y no 

(a, b), que es ambigua -— se confundiría con par de elementos (a, b)—; la del conjunto R, de los núme- 
ros reales (no R”*, inútilmente recargada). No parece adecuado utilizar igual tipografía para las rela- 
ciones que son conjuntos de pares, y para los conjuntos corrientes; así que se ha preferido la inglesa A 
y no R, que es lo que obligaba al uso del signo volado para denotar los reales. 

No hay para qué distinguir entre «conjuntos enumerables» (infinitos) y «contables» (finitos), pues 
los finitos son siempre partes de conjuntos enumerables y, por tanto, son enumerables. Hoy se tiende 
a considerar «enumerable» como sinónimo de «infinito», con la propiedad de serenumerable; así, Garsoux, 
Analyse (1968). 
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Parte I: Teoría elemental 
de conjuntos 


Capítulo 1 


Conjuntos y subconjuntos 
CONJUNTOS 


El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de la matemática. Intuitivamente, un 
conjunto es una lista, colección o clase de objetos bien definidos. objetos que, como se verá en los ejem- 
plos, pueden ser cualesquiera: números, personas, letras, ríos, etc. Estos objetos se llaman elementos 
o miembros del conjunto. 

Si bien los conjuntos se estudian como entidades abstractas, enumeremos diez ejemplos par- 
ticulares de conjuntos. 


Ejemplo 1-1: Los números 1, 3, 7 y 10. 

Ejemplo 1-2: Las soluciones de la ecuación x? — 3x-— 2=0, 
Ejemplo 1-3: Las vocales del alfabeto: a, e, i. o, u. 

Ejemplo 14: — Las personas que habitan la Tierra. 

Ejemplo 1-5: — Los estudiantes Tómás, Ricardo y Enrique. 
Ejemplo 1-6: — Los estudiantes ausentes de la escuela. 

Ejemplo 1-7: — Los países Inglaterra, Francia y Dinamarca. 
Ejemplo 18: — Las ciudades capitales de Europa. 

Ejemplo 1-9: Los números 2, 4,6, 8, ... 

Ejemplo 1-10: Los rios de los Estados Unidos. 


Nótese que los conjuntos de los ejemplos impares vienen definidos, o sea presentados, enumeran- 
do de hecho sus elementos, y que los conjuntos de los ejemplos pares se definen enunciando propieda- 
des, o sea reglas. que deciden si un objeto particular es o no elemento del conjunto. 


NOTACION 
Es usual denotar los conjuntos por letras mayúsculas 


ALBA VE 
Los elementos de los conjuntos se representan por letras minúsculas 
ACC e 


Al definir un conjunto por la efectiva enumeración de sus elementos, por ejemplo, el A, que consiste 
en los números 1, 3, 7 y 10, se escribe 


A = (1,3, 7. 10) 


separando los elementos por comas y encerrándolos entre llaves ( ]. Esta es la llamada forma tabular 
de un conjunto. Pero si se define un conjunto enunciando propiedades que deben tener sus elementos 
como, por ejemplo, el B, conjunto de todos los números pares, entonces se emplea una letra, por lo 
general x, para representar un elemento cualquiera y se escribe 


B =(x | x es par] 


lo, que se lee «B es el conjunto de los números x tales que x es par». Se dice que ésta es la forma 
de definición por comprensión o constructiva de un conjunto. Téngase en cuenta que la barra vertical «|» 
se lee «tales que». 
Para aclarar el empleo de la anterior notación, se escriben de nuevo los conjuntos de los Ejemplos 1-1 
al 1-10, designando los conjuntos por A,, Az, ..., Ap, respectivamente. 
1 


2 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS [CAP. 1 


Ejemplo 2-1: A; =(1,. 3,7, 10). 

Ejemplo 2-2: Aj =[x|x?-—3x-2=0!. 

Ejemplo 2-3: A, =[3,0, 1 0, 4). 

Ejemplo 2-4: A, = [x|xes una persona que habita en la Tierra). 
Ejempdo 2-5; — 4, = [Tomás, Ricardo Enrique), 


Ejemplo 2-6: 4, = [x | x es estudiante y x está ausente de la escuela]. 
Ejemplo 2-7: — 4, = [Inglaterra. Francia, Dinamarca). 

Ejemplo 2-$: 44 -= (íx|x es una ciudad capital y x está en Europa. 
Ejemplo 29: Ay =/2,4 648... . 


Ejemplo 2-10; 4, = lx | es un río y x está en los Estados Unidos). 


Si un objeto x es elemento de un conjunto A..es decir, si 4 contiene a x como uno de sus elemen- 


tos, se escribe 
xEA 


que se puede leer también «x pertenece a A» o «x está en A». Si por el contrario, un objeto x no es ele- 
mento de un conjunto A, es decir, si A no contiene a x entre sus elementos, se escribe 


xÉA 


Es costumbre er los escritos matemáticos poner una línea vertical «|» u oblicua «/» tachando un símbo- 
lo para indicar lo opuesto o la negación del significado del símbolo. 


Ejemplo 3-1; Si A = (a, €, ¡, o, ul, entonces 4£A, DRA, es A, FEA. 
Ejemplo 3-2: Si B= /x]x es par), entonces 3 B, 6£B, 11£B, 142 B. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


* Los conjuntos pueden ser finitos O infinitos. Intuitivamente, un conjunto es finito si consta de un 
Cierto número de elementos distintos, es decir, si al contar los diferentes elementos del conjunto el pro- 
ceso de contar puede acabar. Si no, el conjunto es infinito. Posteriormente se dará una definición precisa 
de conjuntos infinito y finito. 


Ejemplo 4-1: Si M es el conjunto de los dias de la semana, entonces M es finito. 


Ejemplo 42: SiN =(2,4,6,8,...], N es infinito. 
Ejemplo 4-3: Si P = [x | x es un rio de la Tierra], P es también finito aunque sea dificil contar los rios del 
mundo. 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


El conjunto A es ¿¡gual al conjunto B si ambos tienen los mismos elementos, es decir, si cada ele- 
mento que pertenece a A pertenece también a 8 y si cada elemento que pertenece a A pertenece lam- 
bién a A. Se denota la igualdad de los conjuntos A y B por 


A=B 


Ejemplo £-1: Scan A =[1,2,3,4] y B = (3, 1,4, 2). Entonces A = B, es decir, (1.2.3,4] = 13,1,4,2), 
pues cada uno de los elementos 1, 2, 3 y 4 de A pertenece a B y cada uno de los ele- 
mentos 3, 1, 4 y 2 de A pertenece a A. Obsérvese, por tanto, que un conjunto no cambia al 
reordenar sus elementos. 

Ejemplo £-2: Sean € = [5,6,5,7) y D = [7,5, 7,6). Entonces € = D, es decir. (5, 6, 5,7] = 17,5,7. 6). 
ya que cada elemento de € pertenece a D y que cada elemento de D pértenece a C. Nótese 
que un conjunto no cambia si se repiten gus elementos. Ásí que el conjunto (5, 6, 7; es igual 
alCyaD 

Ejemplo 5-3: Sean E=(x|x8— 3r=-—2), F= (2. 1] y G= (1, 2,2, 1). Resulta E = F =G. 


CAP 1] CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 3 


CONJUNTO VACIO 


Conviene introducir el concepto de conjunto vacio, es decir, de un conjunto que carece de elementos. 
Este conjunto se suele llamar conjunto nulo Aquí diremos de un conjunto semejante que es pacío y se 
le denotará por el simbolo Y. 


Ejemplo 6-1: Si 4 es el conjunto de personas vivientes mayores de 200 años, 4 es vacio según las estadis- 
Licas conocidas 
Ejemplo 6-2: Sea B= ¡x|x? = 4, x es impar). B es entonces un conjunto vacio 


SUBCONJUNTOS 


Si todo elemento de un conjunto Á es también elemento de un conjunto B, entonces se dice que 
A es un subconjunto de B. Más claro: Á es un subconjunto de B si xg A implica x e B. Se denota esta 
relación escribiendo 


ACB 


que también se puede leer «A está contemdo en B»., 


Ejemplo 7-1: El conjunto € - ,1,3, 5j es un subconjunto del D— (5,4,3,2, I), ya que todo número 1, 
3 y 5 de € pertenece también a D. 

Ejemplo 7-2: El conjunto E — (2, 4, 6; es un subconjunto del F = (6,2, 4', pues cada número 2, 4 y 6 que 
pertenece a £ pertenece también a F Obsérvese en particular que E — F. De la misma ma 
nera se puede mostrar que todo conjunto es subconjunto de si mismo 

Ejemplo 7-3: Scan G — (x]x ts parj, es decir, ( =12,4, 6,8, ...) y F  ¿x]x es potencia entera po- 
sitiva de 25, es decir, F= (2,4, 8, 16, . ). Entonces FC G, o sea que f está conte- 
nido en G. 


Con la anterior definición de subconjunto se puede dar de otra manera la definición de la igualdad 
de dos conjuntos* 
Definición 1-1: Dos conjuntos A y B son iguales, A — B, si, y solo si, ACB y BC A. 

Si A es un subconjunto de B, se puede escribir también 


BO A 
que se lee «B es un siperconjunto de A» o «B contiene a A» Y se escribe, además, 
AÍ Bo BÓHA 


si Á no es subconjunto de B 
Para "concluir, se tiene: 


Observación 1-1: El corjunto vacio £% se considera subconjunto de todo conjunto 
Observación 1-2: Si A no es subconjunto de B, es decir, si A TÍ B, entonces hay por lo menos un ele- 
mento de A que no es elemento de B. 


SUBCONJUNTO PROPIO 


Puesto que todo conjunto Á es un subconjunto de sí mismo, se dirá que B es un subeonjunta propio. 
de Á s1, en primer lugar, B es un subconjunto de A y, en segundo lugar, B no es igual a 4. Mas breve- 
mente, B es un subconjunto propio de A si 


BCA Y BA 
En algunos libros «BR es un subconjunto de 4» se denota por 
BC A 
y «B es un subconjunto propio de A» se denota por 
BCA 


Aqui se seguirá la notación ya vista que no distingue entre subconjunto y subconjunto propio. 


á CONJUNTOS Y SUBCONIUNTOS [CAP 1 


COMPARABILIDAD 


Dos conjuntos ÁA y B se dicen comparables si 
ACB o BCA 


esto es, sí: uno de los conjuntos es subconjunto del otro. En cambio, dos conjuntos 4 y B se dicen no 
comparables si 
AB y BA 


Nótese que si 4 no es comparable con B, entonces hay en A un elemento que no está en B y hay tam- 
bién en B un elemento que no está en A. 


Ejemplo $-1: Sean A = ja, hb] y B= ja, h. e; Entonces A es comparable ¿on B. pues A es un subcon- 
Junto de B, 
Ejemplo 8-2: Si C = fu, bj y D= Ib, ¿, di. € y D ono son comparables, pues duel y ugD yerD 
ycga 


TEOREMA Y DEMOSTRACION 


En matemáticas puede demostrarse la verdad de muchas afirmaciones mediante suposiciones y 
definiciones previas. De hecho, la esencia de las matemáticas consiste en leoremas y sus demostracio- 
nes, Demostremos nuestro primer 


Teorema 1-1: Si A es un subconjunto de B y Bes un subconjunto de €, entonces 4 es un subconjun- 
to de C, esto €s, 


ACByBCC implican ACC 


Demostración, (Téngase en cuenta que debemos demostrar que todo elemento de A es también 
un elemento de C.) Sea x un elemento de A, esto es, x e 4. Como A es un subconjunto de B, x perte- 
nece también a B, es decir, x e B. Pero, por hipótesis, BC C; por tanto, todo elemento de 5, en el cual 
está x, es un elemento de C. Hemos demostrado que x£' A implica xe C, En consecuencia, por de- 
finición, 4 CC. 


CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Ocurre a veces que los elementos de un conjunto son a su vez conjuntos; por ejemplo, el conjunto 
de todos los subconjuntos de 4. Para evitar decir «conjuntos de conjuntos», se suele decir «familia de 
conjuntos» o «clase de conjuntos». En tales casos y para evitar confusiones, se emplean letras inglesas 


E 


para designar familias o clases de conjuntos, ya que las mayúsculas denotan sus elementos. 
Ejemplo 9-1: En geometría es corriente hablar de «famhas de rectas» o «familias de curvas», pues rectas 
y curvas ya son ellas mismas conjuntos de punios. 


Ejemplo 9-2: El conjunto ([(2, 3). (2). (5. 6)) es una familia de conjuntos. Sus elementos son los conjun- 
tos $2, 3), (2) y (5, 6). 


En teoria es posible que un conjunto tenga entre sus elementos algunos que sean a su vez conjuntos 
y otros que no lo sean, pero en las aplicaciones de la teoría de conjuntos este caso se presenta rara vez 


Ejemplo 9-3: Sea 4 — (2, 41,3). 4 (2. 51] A no es, pues, una familia de conjuntos, algunos elementos 
de A son conjuntos y otros no. 


CONJUNTO UNIVERSAL 


En toda aplicación de la teoría de conjuntos todos los conjuntos que se consideran serán muy pro- 
bablemente subconjuntos de un mismo comjunio dado. Este conjunto se llamara conjunto universal 
o universo del discurso y se denotará por L/. 
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Ejemplo 10-1: En geometría plana el conjunto universal es el de todos los puntos del plano 
Ejemplo 10-2: En los estudios sobre población humana el conjunto universal es el de todas las gentes del 


mundo, 
CONJUNTO POTENCIA 
La familia de todos tos subconjuntos de un conjunto $ se llama conjunto potencia de $. Se le de- 
signa por 
Ejemplo Ji-1: Si M = ja, bj. entonces 
Doe ja Aa iD 
Ejemplo 11-2: Si 7 = (4,7, 8], entonces 
2 =7.14,71.14,8/.17.85. 14). (71.181. 91 


Si un conjunto $ es finito, digamos que $ tenga n elementos, entonces el conjunto potencia de S 
tendrá 2” elementos, como se puede demostrar. Esta es una razón para llamar conjunto de potencia 
de S la clase de los subconjuntos de S y para denotarla por 2*. 


CONJUNTOS DISJUNTOS 


Si dos conjuntos A y 8 no tienen elementos comunes, es decir. sí ningun elemento de 4 está en B 
y sn ningún elemento de B esta en A, se dice que A y B son disjuntos. 


Ejemplo 12.1: Scan 4 -/1.3,7,8¡yB -12.4,7,9. 4 y B no son disjuntos entonces, pues 7 está en 
ambos conjuntos, o sea que 7£ Ay 7eEB. 

Ejemplo 12-2: Sean 4 cl conjunto de los números pasitivos y 8 el de los numeros negutivos Entonces 4 
y B son disjuntos, pues ningun número es posilivo y negativo 


Ejemplo (2-3: S: £ [xv 2] y F iros. £]. E y E son dispuntos 


DIAGRAMAS DE VENN-EULER 
Se logra ilustrar de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos mediante los lla- 
mados diagramas de Venn-Euler, o de Venn. simplemente. que representan un conjunto con un área 


plana, por lo general delimitada por un círculo. 


Ejemplo 139-1: Supóngase 47 By 4 > B Entonces 4 y Hl se deseribea con uno de los diagramas 


(0) () 


Ejemplo 132: Si 4 y B no son comparables se les puede representar por el diagrama de la derecha sí son 
disjuntos e por el de la izquierda si no lo son 


$) 00 
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Ejemplo 1393: SeanA la. b.cd!yB  (c.d.e.f, Seihustran estos conjuntos con un diagrama de Venn 
de la forma 


DIAGRAMAS LINEALES 


Otra manera útil e instructiva para Udustrar las relaciones entre cenjuntos cs el empleo de los lla 
mados diagramas Imeales Si A CB. se escribe entonces B más arriba que 4 y se les conecta por un 


segmento 
B 
Á 


SACByBCC. se pone 


a — Y e O) 


Ejemplo 141: SeanaA  jaj.B  'bhy€C o ¡u.b; El diagrama lineal de 4. B y C es entonces 


Y ZyWes 


Ejemplo 14-2: Sean 4 A tuatZs lay ly Wa= [1.1.4] Aqui el diagrama lineal de A 


DESARROLLO AXIOMATICO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


En un desarrollo axiomático de una rama de las matemáticas, se comienza por. 
(1) Términos no definidos. 
(2) Relaciones no definidas. 
(3) Axiomas que relacionan los términos no definidos y las relaciones no definidas 
Entonces se desarrollan teoremas basados en los axiomas y definiciones. 


Ejemplo 15-1: En un desarrollo axiomálico de la geometria plana euclidiana 
(1) «puntos» y «rectas» son términos no definidos, 
(2) «punto en una recta» o, lo que es equivalente, «recla que conticne un punto», c3 UNa 
relación no delinida. 
(2) 1303 de los axrormas son 
Axioma 1: Dos puntos distintos están sabre una y misma recta 
Axwema 2: Dos rectas distintas no pueden lener más de un punto común 
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En un desarrollo axiormático de la teoria de coniuntos: 


(1) «Elemento» y «conjunto» son términos no definidos 
(2) «Pertenencia de un elemento a un conjunto» es la relación no definida 
(3) Dos de los axsomas son: 


Axioma de extensión: Dos conjuntos A y B son iguales s1, y solamente si. lodo clemento de 4 
pertenece a B y todo elemenio de B pertenece a A 
Axioma de especificación: Sea P(x) una afirmación y sea Á un conjunto Existe entonces un con- 
junto 


B=jajagA, Pla) es cierta; 


Aquí, P(x) es un enunciado en una variable. para la cual Pta) es verdadero o falso con « £ 4. Por 
ejemplo. P(r) podria ser el enunciado «1? 4» 0 «1 es un miembro de las Naciones Unidas», 

Hay otros axiomas que no se enuncian aquí porque los axsomas tocan con conceptos que se estu- 
diarán luego. Y. por otra parte, como aquí se trata la teoría de conjuntos sobre todo intuitivamente, 
en especial en la Parte |. nos abstendremos de hacer mas consideraciones sobre el desarrollo axromático 
de la teoría de conjuntos 


Problemas resueltos 


NOTACION 
1, Escribir las afirmaciones siguientes en notación conjuntista: 
(1) x no pertenece a Á. (4) F no es subconjunto de G. 
(2) R es superconjunto de $. (5) H no incluye a [. 
(3) des elemento de E. 
Solución : 


(DEA MOROS (Dd. (MFEAG.ISHDOD 


2. 531 A=(x|2x-6) y b=3, ¿es b= A? 


Solaación : 
A es un conjunto que consta del único elemento 3, es decir, A — 13) El número 3 es elemento de A, 
pero no es igual a 4 Hay una fundamental diferencia entre un elemento x y el conjunto ,y, 


3, Sea M = [r.s, t). Es decir, M consta de los elementos r, s y f. Digase cuáles de las afirmaciones 
son correctas o incorrectas. Si alguna es incorrecta, decir por que 


la)reM ()rCM (c0írneM (d) (ri CM 


Solución; 

ta) Correcta. 

(5) incorrecta. El simbolo C debe estar entre dos conjuntos, pues indica que un conjunto es subconjunto del 
otro. Asi que r CM es incorrecta por ser + ua elemento de M, no un subconjunto. 

(ce) Incorrecta El simbolo e vincula un objeto a un conjunto, pues indica que el objeto es elemento del comjun- 
to Así que 'r! £ M es mcorrecta, ya que (r! es un subconjunto de Mi, no un elemento de Af 

td) Correcta 


$ 


.d, 
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Enunciar con palabras y luego escribir en forma tabular: 
ly A=4x |x* =4) 

(2) B=lx]x-2= 5) 

3) C=lkr] res positivo x es negativo]. 

(49 D=[x]lax es una letra de la palabra «correcto»j. 


Solución : 


(1) Se lee «4 en el conjunto de los 1 tales que + al cuadrado es igual a cuatro» Los Umcos numeros que ekva- 
dos aj cuadrado dan cuatro son 2 y —- 2. asu que A - (2 2 

(2)+ Sejes «Bes el conjunto de los y tales que 4 menos 2 es igual a 5 La única solución €s ?, de modo que Y (7 

(3) Se lee «£ es el conjunto de los y tales que x es positiva y y es negativo», Nao hay ningun numero que 
sea positivo y negativo, asi que € es vacio, es decir, UC = O. 

14) Se lee «D es el conjunto de los 1 tales que + es una letra de la palabra correcto» Las letras indicadas son 
C, 0, f, e y t; asi, pues, D= [c, o, r, €, t; 


Escribir estos conjuntos en una forma construcliva: 

(1) El A que consiste de las letras a, b, c, d y e. 

(2) ElcBi= 124 76.8: ...). 

(3) El conjunto € de 10dos los paises de las Naciones Unidas. 
(4) El conjunto D = [3). 

(5) Sea £ los presidentes Truman. Ejsenhower y Kennedy. 


Solución: 


Nátese en primes lugar que la desermpeión de un conjunto, o seu su forma constructiva. no es necesariamen- 
te única Lo único que se requiere es que loda desemperon defina el mismo conjunto Se den aqua algunas de las 
muchas respuestas posibles a este problema. 

11) A=Jv] x< está antes de f en el alfabeto! 
= ¡1 | x es una de Jas primeras cinco delras del alfabeto;. 
(2) B= [x| x es par y positivo). 
(3) Com (x|xes un pais, x está en las Naciones Unidas]. 
(4) Da [x|x-2=1) =(x|2r = 6). 
(S) E x= [x | x fue presidente después de Franklin D. Roosevelt. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


6. 


¿Cuáles conjuntos son finitos? 

(1) Los meses del año. (4) lx | v es parj. 
(2 MZ AO LODO: A A 
(3) Las gentes que yiven en la tierra. 


Solución : 


Los tres primeros conjuntos son finmos Aunque pueda ser fisicamente impostble contar el número de per- 
sonas que hay en la Tierra, el conjunto es ciertamente finito. Los dos últimos conjuntos son infimtos. Si se tratara 
de contar los números pares jamás se llegaría al fin 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


7. 


¿Cuáles de estos conjuntos son iguales: (r, f, sj, (s. tr, sj, [£ s, £ r], ls, 1, s. 1)? 
Solución : 


Son todos iguales entre sí. Obsérvese que el orden o la repetición no cambia un conjunto. 
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¿Cuáles de estos conjuntos son iguales? 

(1) (x|x es una letra en la palabra «tocata»). 
(2) Las letras de la palabra «tacto». 

(3) [x|x es una letra de la palabra «cota»). 
(4) Las letras a, c, O, t. 


Solución: 


Escribiendo los conjuntos en forma tabular es fácil averiguar si son o no iguales. Una vez escritos lós cua- 
tro conjuntos en forma tabular se ve que todos son iguales al conjunto ja, c, o, 1) 


CONJUNTO YACIO 
9. ¿Cuál de estas palabras es distinta de las otras y por qué?: (1) vacio, (2) cero, (3) nulo. 


Solución: 


La primera y la tercera se refieren al conjunto sin elementos; la palabra cero se refiere a un número par- 
ticular y es, por tanto, la palabra diferente. 


10. Entre los conjuntos que siguen, ¿cuáles son diferentes”: 2, (0), 105) 
Solución: 

Cada uno es diferente de los otros. El conjunto (0) contiene un elemento, el número cero El conjunto (2 
no tiene elementos, es el conjunio vacío. El conjunto ((%) tiene Lambién un elemento que es el conjunto vacio 
es un conjunto de conjuntos. 

11. ¿Cuáles de estos conjuntos son vacios? 
(1) 4 — (x[|x es una letra anterior a a en el alfabeto). 8) CANA +). 
(2) B=(x|x? =9 y 2x = 4). (4) D=(x|x+8=8). 
Solución : 
(1) Como a es la primera letra del alfabeto, el conjunto A carece de elementos, por tano, A - Y 
(2) No hay número que satisfaga a ambas ecuaciones x* = 9 y 2x = 4; así que B es también vacio 
(3) Se da por sentado que todo objeto es él mismo, de modo que € es vacio Tanto es asi que algunos libros 
definen de esta manera el conjunto vacío, es decrr, 
B=(x]x+x) 
(4) El número cero sausface a la ecuación x + 8 — 8, asi que D consta del elemento cero Por tanto, D no es 
vacio. 
SUBCONJUNTOS 
12, Dado A = [x, », 2), ¿cuántos subconjuntos hay en A y cuáles son?” 
Solución : 

Haciendo la lista de todos los subconjuntos posibles de A resultan ses* (1. p, 21.40, 7,, 10, 2). (lx, y), 4x0), 
Ly), [23 y el conjunto vacío 2. Hay ocho subconjuntos en A. 

13. Definir los siguentes conjuntos de figuras del plano euclidiano: 


O = (x | x es un cuadrilátero). H = [x|x es un rombo). 
R = (x|x es un rectángulo). S = (x|x es un cuadrado). 


Decir qué conjuntos son subconjuntos propios de los otros. 


¡ITA 


Como un cuadrado tiene 4 ánguios rectos, es un rectangulo, y.como tiene 4 lados iguales. es un rombo; y 
puesto que tiene 4 lados, es un cuadrilátero. Según eso 5 C 9, SCR,SC H, es decir, $ es un subconjunto 
de los otros tres. Y, además, como hay rectángulos, rombos y cuadnláteros que no son cuadrados, resulta ser 
$ un subconjunto propio de los otros tres. De manera analoga se ve que R es un subconjunto propio de Q, y 
que H es un subconjunto propio de €. No hay otras relaciones entre los conjuntos 


10 


14, 


15. 


16. 


17. 


13. 
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¿Tiene todo conjunto un subconjunto propio? 


Sokución: 


El conjunto vacio £%) no tiene subconjunto propio Cualquier otro conjunto trene al (f como subconjunto 
propio Én algunos libros no se llama subconjunto propio al conjunto vacio. y entonces los conjuntos que t1e- 
nen un solo elemento no tendrían un subconjunto propio 


Demostrar Si 4 es un subconjunto del conjunto vacio (Z, entonces A - Y 


Solución * 


El conjunto vacio 2 es subconjunto de cualquier conjunto, en parucular, WC A Por hipotesis. AC (SW 
De modo que, por la Definición 1-1. A = Y 


¿Cómo se demuestra que un conjunto A no es un subconjunto de otro conjunto B” Demos- 
trar que 4 12,3, 4, 5) no es un subconjunto de B = (x | x es par). 
Solución: 


Hay que demostrar que hay al menos un elemento de A que no está en Y Como 114 y 188, se ve 
que 4 no es un subconjunto de B, o sea que A E B. Nótese que no es necesano saber si hay o no otros 
elementos de 4 que no estén en B. 


Sean Y - (di, Wo= led), X= (a.b,cj, Y = (a,b) y Z = [a, b, d). Establecer la verdad o [al- 
sedad de las siguientes afirmaciones: 


(0) YcxX (3) W»=2Z (5) VEYyY (Tr) VCX (9) X=W 
(2) WpvV (4) ZV (6) ZyX (8) Y4Z (10) WcY 
Solución : 


(1) Como todo elemento de Y es elemento de Y. resulta que Y E X' es verdadera. 

(2) El unico elemento de V es d, y d Lambién está en W, asi que W es un superconjunto de Y y, por tanto, 
WD V es falsa. 

(3) ComaarZ y ag W, W * Z es verdadera. 

(4) Z es un superconjunto de Y puesto que el unico elemento de bes elemento de Z, por tanto, 2 7 Fes 
verdadera 

(5) Como de Y y de Y, V E Y es verdadera. 

(6) Comoecs kx y eÉZ, entonces Z no es un superconjunto de A, es decir, Z DA es verdadera 

(7) E no es un subconjunto de X, ya que de $' y de Y. por tanto, V'C Yes falsa 

(8) Todo elemento de Y lo es de Z; luego Y [] Z es falsa. 

(9) Comoar Y yagW, X = W es falsa. 

(10) Comoc<+ 4 y eg Y, Y no es un subconjunto de Y y, por tanto, WO Y es falsa 


Sean A - (r,5.14.1,0], B= fu, v.w,x, v, 2], C=4s, 4, y, 2], D= (4, tj, E (5. 4; 
F = (s). Sea X un conjunto desconocido. Determinar cuáles de los conjuntos A, B, €, D, E 
F pueden ser iguales a Y si se dan las informaciones siguientes: 


(1) XCA y XCB' (8) XA y X4C 
(2) XGB y XcC (4) XCB y Xd4C 


y 
0 


Solución : 


(1) El unico conjunto que es subconjunto de A y de Bes D. C, E y F no son subconjuntos de B porque 
seC.E. FystfB : , 

(2) El conjunto Y puede ser igual a €, E o F. pues éstos son subconjuntos de C y, como ya se vio, na son sub- 
conjuntos de B. 

(3) Sala B no es subconjunto de A o de C. D y A son subconjuntos de A; y C. E y F son subconjuntos de € 
Asi que Y — B. 

(4) Tanto A como D son subconjuntos de £ y no lo son de C. Todos los otros conjuntos dejan de cumplir 
al menos una de las condaciones. Por tanto, Y = Bo X = D. 
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19. Sea A un subconjunto de A y sea B un subconjunto de C,esdecir, AC ByBC C Suponiendoaz A, 
beB, ceC€ y, además, de A, e£B, fé C, ¿cuáles afirmaciones serán ciertas? 


(DarC€, (2)b:4, (Ber A, (4d: B, (BerA, (6) fe A 


Solución : 

(1) Poreb Teorema 1-1, 4 es un subconjunto de (” Luego a e A implica y e €. y la afirmacion es siempre cierta, 
(2) Como el elemento h e B puede no ser elemento de A, la afirmación es falsa 

(1) El elemento « £ € padría ser un elemento de 4, por lo que e £ A puede no ser verdad. 

14] El elemento df, que no esta en A, puede no estar en B. asi que la afirmación puede no ser cierta 
15) ComoeByAC B.e5 A es siempre verdadera 

(6) Comofe Cy ACCCO.fEA es siempre cierta 


a 


DIAGRAMAS LINEALES 
2). Hacer un diagrama lineal para los conjuntos A — (2. b,cí, B - ja, hj y € - fa, cl. 
Solución: 
Como A )B,A 33€ y By C no son comparables. se construye asi 


A 
ya Bs 
21. Hacer un diagrama Jmeal de los conjuntos Y la, hb, ej, Y — la, b' y Z "bl, 


Solución : 
Aqui ZC Ye FC YX. Queda entonces 


y no 


N—— xk —— de 


Ny 


n 


ya que el segmento de 7 a X es redundante porque ZC Ye YC YX ya implican ZC Y 


22, Construir el diagrama de los conjuntos R= (r, 5, 1h, S— 15) y T— 13, 1. 4) 
Solución: 
Aqui SCRySCT Y como R y T no son comparables, se pone 


R T 


O 


23, Sean Q, R. H y $ los conjuntos del Problema 13. Hacer un diagrama lmeal para estos conjuntos 
Solución: 
Como Q 3RyQ DH, se construye primero 


q e 


Ahora se agrega S al diagrama Puesto que SC Ry SC AH, se completa el diagrama como sigue 
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24. Construir un diagrama lmeal para los conjuntos V, W, X, Y y Z del Problema 17 


Solución: 
Como PC WyTUEC 4, se traza 


v 
Como Y C 4, se agrega Y al diagrama: 
la AS > hr 2 
v Y 
Por último, puesto que Y C Y, se completa el diagrama como sigue * 
DE > A 5 A. di 
Vv Y 


25. Sea $ cualquier conjunto. Constru un diagrama hneal para los conjuntos 2, $ y el conjunto 
universal U 


Solución : 
Ya que el conjunto vacio £f es subconjunto de todo conjunto, o sea Y CS, se traza 
5 " 
Pp 


Por otra parte. camo el conjunto umversal £! es un superconjunto de todo conjunto que incluya al S, se com- 
pieta el diagrama como sigue: 


[ 

s 

La) 
PROBLEMAS DIVERSOS 


26. Considérense las cinco afirmaciones siguientes: (1) 4 CB, Q)4 DB, (3) A = B, (4) A y B son 
disjuntos, (5) 4 y B no son comparables. ¿Cuá) afirmación describe mejor cada diagrama de Venn? 


(a) (5) a (e) 


Solución: dd) 


ta) El área de B es parte del área de A; luego AD B. 

(6) Hay puntos en 4 que no están en B, y puntos en B que no están en A, luego A y £ no son comparables 
Los conjuntos no son disjuntos porque tienen puntos que pertenecen a ambos 

tc! Aqui los conjuntos son disjuntos, pues no hay ningún punto que esté en los dos conjuntos Los conjuntos 
no son tampoco comparables. 

(dy) El area de A es parte del área de 8, luego A CB. 


27. Examinar el siguiente diagrama lineal de conjuntos A, B, C y D. 


CAP 1] . CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS - 13 


29, 


31. 


3. 


33. 


Escribir una afirmación que relacione cada par de conjuntos del diagrama. Debe haber seis afir- 
maciones. 
Solución : 

En primer lugar se ve que CCB,DC ByBC A, pues estos conjuntos están unidos por segmentos Por 
el Teorema 1-1 se deduce que CC A y DC A Por último, los conjuntos € y D no son comparables, ya que 
no están unidos por una línea ascendente. 


Construir diagramas de Venn de los conjuntos A, B, C y D del diagrama lmeal del Pro- 
blema 27. 
Solución: 

Hagamos dos diagramas posibles: 


(E) (90 


La principal diferencia entre estos diagramas es que los conjuntos € y D aparecen disjuntos en el segundo dia- 
grama. Pero ambos tienen el mismo diagrama lineal 


¿Qué significa el simbolo [(2, 3))? 


Solución: 
Se trata de un conjunto que tiene un elemento, el conjunto de los elementos 2 y 3, Obsérvese que 2, 3) per- 
tenece a [(2, 3),, no es un subconjunto de ((2,3 * Así que se puede decir que (42, 37) es un conjunto de conjuntos 


Dado A = (2, (4, 5), 4), ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 
(1) (4,5) C 4 (2) (4,5) e A (3) ((4,5)) CA 


Solución: 


Los elementos de A son 2, 4 y el conjunto (4, $) Por tanto, (2) es correcta y (1) es incorrecta (3) es una afir- 
mación correcta porque el conjunto que consta del único elemento (4, 5) es un subconjunto de A 


Dado £ = [2, (4, 5), 4), ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 


(1) 5: E (2) (5). E (3) (5) CE 
Solución : 


Todas son incorrectas. Los elementos de E son 2, 4 y el conjunto (4, 5); por tanto, (1) y (2) son incorrec- 
tas. Hay ocho subconjuntos de E y [5] no está entre ellos, de modo que (3) es incorrecta 


Hallar el conjunto potencia 2* del conjunto S = (3, (1, 4)J. 


Solución : 
(ibservar primero que $ contiene dos elementos, 3 y el conjunto (1, 4) Por tanto, 2* contiene 2? = 4 elemen- 
tos: $ mismo, el conjunto vacío, (3) y el conjunto formado por (1, 4) solo, es decir, (1,4 Más breve: 


2 = (S, (3), (11,41, 9) 


En lo que sigue, ¿qué es lo que no se define en un desarrollo axiomático de la teoria de conjuntos ?: 
(1) conjunto, (2) subconjunto de, (3) disjunto, (4) elemento, (5) es igual a, (6) pertenece a, (7) su- 
perconjunto de. 


Solución: 


Los únicos conceptos no defimidos en la teoría de conjuntos son conjunto, elemento y la relación «pertene- 
ce a», o sea (1), (4) y (6). 


l4 


3. 
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Demostrar: Sean A y B no vacios, esto es, A + DBDyBH% PB. SA y 8 son disjuntos, entonces A 
y B no son comparables. 
Solución: E 

Como A y B no son vacios, hay elementos a 4 y be B. Por otra parte, como A y B son disjuntos. « £ B 
y b£ 4. Por tanto, A By BÚ A, es decir, A y B no son comparables. 


Dados Á y B no comparables, ¿se sigue que A y B son disjuntos? 
Solución: 


No Los conjuntos del siguiente diagrama de Venn no son comparables, pero tampoco son disjuntos 


Problemas propuestos 


NOTACIÓN 

36. Escribir en notación conjuntista: 
(1) Res un superconjunto de 7. (5) = no pertenece a Á. 
(2) x es elemento de Y, 16) Bestá incluido en F. 
(3) Mino es subconjunto de $, (7) El conjunto vacio. 
(4) El conjunto potencia de W, (B) R pertenece a sf. 


Enunciar verbalmente: 
(1) A = (x | x vive en Paris!. (3) C = (x|x-es mayor de 2] años). 
(2) B= [y ¡y habla danés). (4) D= (x|x es ciudadano francés). 


Escribir en forma tabular: 

(1) P= jr a -:2i-2=0. 

(2) O = [xx es una letra de la palabra «calcular»). 
(3) R='x xd =9t-3=5] 

(4 S= x]|xes una vocal;. 

(5) T=!Ix ves una cifra del número 2324) 


S51£ = 11,0", decir entre las afirmaciones siguientes cuáles són correctas o incorrectas 
(1 Mel£ 2) Grc£. O) I0CE (49 08£, (50C E 


En una exposición axiomática de la teoría de conjuntos, decir cuáles de estos símbolos representan una relación 
no definida: (1) E. (2) €, 8) D. 
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SLBCONJUNTOS 
41. SiB8 - [0, 1,2 , hallar todos los subconjuntos de 4 


42. Sif = (0, (1, 2)), hatiar todos los subconjuntos de F. 


43, Sean 


A -— (2,3,4) Cor de i—tr+8- 0! 
Brdzx x* 4, x= es posuivo; D lx e es par; 


Completar las siguientes afirmaciones insertando C, 0 «nc» (no comparables) entre cada par de conjuntos: 


A A A E A... BAD, (6) C....D, 


4. SeanA - Í1,2..... 891,8 (2,46,8),€ -(1,3,5,7,91,D - [(3,4,5,y £- 13,5 ¡Cuáles conjuntos 
pueden ser ¡iguales a Y dadas las condiciones siguientes? 
(1) Xy B son disjuntos (3) YCAyYXxGC 
.Q) YCDyxCTBL (4 XCCyXCTA 


44. Decir si sen correctas o incorrectas las siguientes afirmaciones 


(1) Todo subconjunto de un conjunto fintto es Anito 
(2) Todo subconjunto de un congunto infinito es infinito 


PROBLEMAS DIVERSOS 
46. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos A, B, C y D del Problema 43, 


47. Hacer un diagrama lmeal de los conjuntos A, B, €, D y E del Probiema 44 


48. Entre las afirmaciones siguientes decir cuáles son correctas O mcorrectas 


(1) (1,4,3) — (8,4,1) (4) (90 041) 
(2) 11,3,1,2,3,2) c (1,2,3) (5) Wr 1104) 
(3) (8) e ((49) 


MI. Decir cuáles de los siguientes conjuntos son finitos o mfinitos: 


(1) El conjunto de rectas paralelas al eje x. 

(2) El conjunto de letras del alfabeto. 

(3) El conjunto de números que son múltiplos de 5. 

(4) El conjunto de animales que viven an la Trecra. 

(5) El conjunto de números que son raíces de la ecuación x?* + 42x2* 171% - 2x% + 19 -0 
(6) El conjunto de círculos que pasan por el origen (0, 0). 


80. Entre las afirmaciones siguientes decir cuál es correcta y cuál mcorrecta. Aquí S es un conjunto cualquiera no 
dica (1) Se2” (2) Sc2% (3) (She? (4) (S)c2 


"4 
$1. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos del siguiente diagrama de Venn, 


O) > 


16 


36. 


37. 


38. 


39. 


42. 


CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 
Respuestas a los problemas propuestos 
(RITO) Y. 3)M( 5,1992. (5): 44.16) BC F.(MD.B1Re e 
t1) 4esel conjunto de los x tales que y vive en Paris 
(2) Besel conjunto de los y tales que + habla danés 


(3) C es el conjunto de los x tales que x es mayor de 2] años. 
(4) Desel conjunto de los x tales que y es crudadano francés 


(M)P=12 1,00 =JaclLur. (0 2D (161S- fla,e,1,0,u4;,($)7 = (2. 3,4; 
(1) incorrecto, (2) imcorrecto, (3) correuto, (4) correcto, (3) incorrecto. 

El símbolo e representa una relación no dehmida 

Hay ocho subconjuntos” B, 10, 1, 10, 2], 11.2;, (01, 111.121. 9 

Hay cuatro subconjuntos: F, (01. ((1, 233. 9 

(05,02) 5.13) C, (4) ne, (5) C, (6) E 

(1)C, E. (2) 0D, £. (3) 4, B, D. 14) Ninguno 


(1) correcto, (2) incorrecto. 


A D 


A 


Cc 


” | o 
B C D 
 / 
E 
(1) correcto, (2) correcto, (3) correcto, (4) incorrecto, (5) correcto. 


(1) infímto, (2) fimio, (3) mfinito, (4) finito. (5) finito, 6) infinito. 


(1) correcto, (2) incorrecto, (3) incorrecto, (4) correcto. 


NA 


[CAP 


Capítulo 2 


Operaciones fundamentales con conjuntos 


OPERACIONES CON CONJUNTOS 

En antmética se suma, resta y multiplica, es decir, a cada par de números x e y se le asigna un 
número x + y llamado suma de x e y, un número x - y llamado diferencia de x e y y un número xy 
llamado producto de x e y. Estas asignaciones se llaman operaciones de adición, sustracción y multi- 
plicación de números. En este capítulo se van a definir las operaciones de nión. intersección y diferencia 
de conjuntos, es decir, se van a asignar d a hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos 
Á y B. En un capítulo posterior se verá que estas operaciones entre conjuntos se comportan de manera 
un tanto semejante a la de las anteriores operaciones con números. 


UNION 


La unión de los conjuntos A y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a 4o0a 
Bo a ambos. Se denota la unión de A y B por 


AUB 
que se lee «4 unión B». 


Ejemplo 1-1: En el diagrama de Venn de la Figura 2-1, 4 U B aparece rayado. o sen el área de A y el 
área de B. 


4, B urayudo 
Fig.2-1 


Ejemplo 1-2: Sean S = [a,b,c,d) y T = [f b, d, g!. Entonces 
e SuT=(la.b,c.d.f.2) 
Ejemplo 1-3: Sean PF el conjunto de los números reales positivos y [ el conjunto de los numeros reales ne- 


gativos. Py] Q, unión de P y Q, consiste en todos los números reales exceptuado el 
cera 


La unión A y 8 se puede definir también concisamente así: 
AUB=|ix|xeA 0 xeB) 


Observación 2-1: Se sigue inmediatamente de la definición de la unión de dos conjuntos que 
AUBy Bv A son el mismo conjunto, esto es 


AJDB=BUA 
Observación 2-2: 4 y B som ambos subconjuntos de 41, B, es decir, que: 


AC(AUB) y B8C(418) 
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En algunos Irbros la umion de A y Bse denota por 4 + 8 y se la llama suma conjuntista de A y B 
o simplemente 4 más B. 


INTERSECCION 
La merseccion de las conjuntos q y B es el conjunto de los elementos que son comunes a 4 y B ; 
esto es, de aquellos clementos que pertenecen a 4 y que también pertenecen a 8. Se denota la interser 
ción de A y B por 
ANB 


que se lee «A intersección Bv. 


Ejemplo 2-1: En el diagrama de Vena de la big 2-2 se ha rayado AB, el area común a amhos con 


juntos A y B. 


4 N Blo rayado 
Fig. 2-2 


Ejemplo 2-2: Scan S = fa, b,c, dí y T = !f.b, 4. gj. Entonces 
ST = lb, di 


Ejemplo 2-3: Seca! = [2,4,6, — ), es decir, los múltiplos de 2, y sea W= :1,6,9, 
tipios de 3, Entonces 


9 sean los múl- 


VNW=/6,32,18,...) 
La intersección de 4 y B también se puede definir concisamente así. 


ANB=1x]xe4, xeB) 
Aquí la coma tiene cl significado de «y». 


Observación 2-3: Se sigue inmediatamente de la definición de intersección de dos conjuntos que 


ANB=BNMA 


Observación 24: Cada unov de los conjuntos A y B contiene al A (1 B como subconjunto, es decir, 


(ANBICAyY(ANBICB 
Observación 2-5: Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir, si A y B son disjun- 
tos, entonces la intersección de A y B es el conjunto vacio, o sea AMB= D 


En algunos hbros, sobre todo de probabilidades, la intersección de A y B se denota por AB y se 
llama producto conjuntisia de A y B o simplemente A por B. 


DIFERENCIA 
La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a A, pero no a B, 
Se denota la diferencia de A y B por 
A-B 


que se lee «A diferencia B» O simplemente «A menos B», 
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Ejemplo 3-1: En el diagrama de Venn de la Fig 2-3 se ha rayado A — B. el área de 4 que no es par- 
te de B, 


4 — Blo rayado 
Fig. 2-3 
Ejemplo 3-2: Sean S = la,h,c.d, y T=*"f,h,d, g'. Se tiene: 
S-T='40 


Ejemplo 3-3: Sean R el conjunto de los números reales y Q el conjunto de los numeros racionales Enton- 
ces R — Q es el conjunto de los números irracionales. 


La diferencia de 4 y B se puede también definir concisamente como 
Í A-B=I|x xeA, xf£Bl 


Observación 2-6: El conjunto A contiene al A — B como subconjunto, esto es: 
(A=B)CA 
Observación 2-7; Los conjuntos (4 — B) AMA y (B - 4) son mutuamente disjuntos, es decir, la 
intersección de dos cualesquiera es vacía, 


La diferencia de A y B se denota a veces por 4/B o bien por A - B. 


COMPLEMENTO ' 


El complemento de un conjunto A es el conjunto de elementos que no pertenecen a A, es decir, 
la diferencia del conjunto universal U y del A. Se denota el complemento de 4 por 


A 
Ejemplo 4-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-4 se ha rayado el complemento de 4, y ses el área exte- 
rior a A, Se supone que el conjunto universal U es el área del rectangulo 


| 
| 


A' lo rayado 
Fig. 2-4 
Ejemplo 4-2: Supomiendo que el conjunto universal U sea el alfabeto, dado Y ju, bh, e, entonces 
E A 
Ejemplo 4-3: Sea £=|(12,4,6,...). o sea los numeros pares Entonces E" = (1,3, 5,. .,, que son los 
impares. Aqui se supone que el conjunto universal es'el de los números naturales, 1, 2, 3, 
También se puede definir el complemento de A concisamente así; 
j A = (2 (17: U,:1 A) 
o simplemente: É : 4 = (rx [244] 
Lo que se establece en seguida resulta directamente de la definición del complemento de un 
conjunto. 
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Observación 2-8: La unión de cualquier conjunto A y su complemento A” es el conjunto universal, 


o sea que 
AQA'=U 
Por otra parte, el conjunto A y su complemento A' son disjuntos, es decir, 
ANA =Y 
Observación 2-9: El complemento del conjunto universal U es el conjunto vacio Kf). y viceversa, 0 
sea que 


U=B y Bg=U 
Observación 2-10: El complemento del complemento de un conjunto Á es el conjunto 4 mismo Mas 
breve: 


(AY = A 


La siguiente observación muestra cómo la diferencia de dos conjuntos podria ser definida por el 
complemento de un conjunto y la intersección de dos conjuntos. En efecto, se tiene la siguiente rela- 


ción fundamental. 
Observación 2-11: La diferencia de 4 y B es igual a la intersección de A y el complemento de 
B. 0 sea: 
A-B=4N8 
La demostracion de la Observación 2-11 se sigue inmediatamente de las definiciones: 


4A-B= ix YEA. vB, =(x 184, xE8B8 | =4NB' 


/ 
OPERACIONES CON CONJUNTOS COMPARABLES 


Las operaciones de unión, intersección, diferencia y complemento tienen propiedades sencillus 
cuando los conjuntos de que se trata son comparables, Se pueden demostrar los teoremas siguentes 


Teorema 2-1: Sen 4 un subconjunto de 8 Entonces la intersección de A y B es precisamente 4. 
es decir: 
ACB implica ANB=A 
Teorema 2-2: Sca 4 un subconjunto de B. Entonces la unión de A y Bes precisamente B, es decir: 
ACB implica AUB= B 
Teorema 2-3: Ses 4 un subconjunto de B. Entonces B” es un subconjunto de 4, es decir” 
ACB implica BC A 


Se ilustra el Teorema 2-3 con los diagramas de Venn de las Figs 2-5 y 2-6. Nótese que el área de 
B está incluida en la de 4. , , 


| 


A 


o02= 


| 
¡ 


B lo rayado A' lo rayado 
Fig. 2-5 Fig. 2-6 
Teorema 2-4: Sea 4 un subconjunto de B. Entonces la unión de 4 y (8 - 4]es precisamente B, 
os decir 


ACB implica AN, (B- 4A)= B 
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t 


Problemas resueltos 


UNION 


1 


En los diagramas de Venn que siguen, rayar A unión B, o sea AURA: 


o 


(a) 


Solución: 
La unión de A y B es el conjunto de todos les elementos que pertenecen a A o a Bo a ambos. Se rayan 


entonces las áreas de A y de B como sigue: 
te) 


AU B lo rayado 


Sea A = [1, 2, 3, 4), B=(2, 4,6, 8) y C = (3, 4, 5, 6). Hallar (a) AUB, (b) AUC, 
(1) BOUC, 4) BU B. 
Solución : 


Para formar ia unión de A y 8 se reúnen todos los elementos de A con todos los elementos de MB. De 
modo que 5 


AUB = ([1,2,3,4,6,8) 
De iguul manera, AUC = (1,2,3,4,5,6) 

BuC = 12,4,6,8,3,5) 

BUB = (2,4,6,8) 


- , Nótese que B Y B es precisamente B. 


3.) 


Sean A, B y C los conjuntos del Problema 2. Hallar (1) (4AU BJUC, (2) 4 (BU C). 
Solución: 
(1) Se determina primero AU B = (1, 2, 3, 4, 6, 8). Entonces la unión de 4 U B y Ces 
AUBIUC = (1,2, 3, 4, 6, 8, 5) 
(2) Se determina primero BU) € = (2, 4, 6, 8, 3, 5). Entonces la unión de 4 y BU Ces 
AUV(BUC)=11,2,3,4,6,8, 5] 
Nótese que (4 U BUY C = AUIBU C). 


rr", 
4,/ Sean el conjunto X = (Tomás, Ricardo, Enriquej. el conjunto Y = (Tomás, Marcos, Emilio) 


y Z = ¡Marcos, Emilio, Eduardo). Hallar (a) XU Y, (6) YUZ, (c) XUZ. 
Solución: 
Para hallar Y 1, Y se hace Ja lista de los nombres de X con los nombres de Y: asi 
X U Y = (Tomás, Ricardo, Enrique, Marcos. Emilio) 
Del mismo modo Y 1/Z = (Tomás, Marcos, Emilio, Eduardo! 
XUZ = (Tomás, Ricardo. Enrique, Marcos, Emilio, Eduardo) 
Sean A y B dos conjuntos que no son comparables. Hacer el diagrama lneal de los conjuntos 
A. ByAU B. 
Solución: 


Nótese pnmeramente, según la Observación 2-2, que 4 y B son ambos subconjuntos de A Y B, es decir, que 
: ¡ ACUUB) y BC(4UB) 
De ucuerdo con esto, el diagrama lineal de A, By AU Bes AUB 


A Ls 
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6, Demostrar la Observación 2-2: A y 8 son subconjuntos de AU B. 
Solución: AÑ 
Puesto que AY) B — BUA solo sc requiere demostrar que A es subconjunto de 41, B. esto es. que 
xe A implica 1£ 4 UB . 
Sea 1 un elemento de 4. Se sigue entonces que y es elemento de 4 0 de BA, es decir, que o ACB Am 
que ACIAU B) 
7. Demostrar: A =AUA. 
Salnción: 
Según la Definición 1-1. hay que demostrar que 4 C (A U A) y que (4 UY AFC 4. Segun la Observación 2-2. 
ACUIA JA) Ses ahora un 1 e (A U A) Entonces, según la definición de unión. 12 4 0 1 E 4.48] QUE 1 per- 
tenece 4 A. Por tanto, 14 U A) C A y. por la Definición 1-1, A = (4 U A). 
8. Demostrar: UU)A = Y, donde U es cl conjunto universal. 
Solución: 
Por la Observación 2.2, UC (U y 41 Como todo conjunto es un subconjunto del conjunto universal, 
UU 4) C U y la conclusión se sigue de la Definición 1-1. 
9. Demostrar: PHUA= 4. 
Solución: 
Por la Observación 2-2, 4 C 14,0 2) Seu ahora un ve (A UY 25). entonces 1E 401€ (2 Por la definición 
de conjunto vacio, v £ 2. de modo que xr A. Se ha demostrado que x £ (4 Y 2) implica x € A, es decir. gue 
do BC A Por la Defimción 3-1. 4 = AU A. 
10, Demostrar: 4UB= £G implica A = Y y B= D. 
Solución : 
Por la Observación 2.2, AC (AU B), es decir, A CS. Pero (Z es subconjunto de todo conjunto; en par- 
ticular, Y E 4. Luego, por la Definición 1-1. 4 = ($. De igual manera se puede demostrar que B = 2. 
INTERSECCION 
M. En los diagramus de Venn de) Problema 1, rayar la intersección de A y B, esto es, de A MB. 


Solución: 

Lu intersección de A y B consiste en el área que es común tanta a A como a B. Para encontrar AMB, se 
ray primero «f con trazos oblicuos hacia la derecha (://1) y luego ae raya £ con trazos oblicuos inclinados y la 
izquierda 0 ) como se ve en la figura: 


Entonces 4 f7 8 es el area que tiene los dos rayados, El resultado final, que es 4 (Y B. se rayu ahora con lineds 
horizontales. como sigue” ' 


(9) aC) 
te) 


14) (b) 


A (1 B lo rayado 


Nótese que 4 f Bes vacia en (c) en que A y 8 son disjuntos. 


q : ; A 
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12. Sean 4 — 11, 2,3. 4, B=[(2, 4, 6, $) y C- [34,5 6). Hallar (al ANB HANC, 
()BNC.dM)BNB 
Solución : 


Para formar la mtersección de A y E se inscriben todos los elementos comunes a Á y B, así 4 NM B = (2,4). 
De igual manera, ANC = (3, 4), BNNC = [4, 6) y BNB= (2. 4, 6, 8). Nótese que B (1 8 €s efectiva. 
mente B. 


13, Sean A. B y C los conjuntos del Problema 12. Hallar (4) (4AN BNC. (5) ANIBN C). 
Solución : 
ta) AMB=2, 4). Asi que la intersección de (2, 4) con Ces (ANBNC = 14). 
tb) BNC 14,6). La intersección de este conjunto con el 4 05 (4), esto es. AQ(BIOIC) = (4: 
Nótese que (4N BN € = ANIBNC) 


Y 


14. Scan A y B8 dos conjuntos no comparables, Hacer el diagrama lineal de 4, By AN B. 
Solución : 
Por la Observación 2-4, A 1 Bes un subconjunto tanto de A como de B,estoes. (4 (18) CAYAMNIBCA, 
De acuerdo con esto se tiene el siguiente diagrama lineal: 


, A B 


AnB 
15. Demostrar la Observación 2-4: Af 1 B es un subconjunto de A y de B. 


Sohución: 

Seu + un elemento cualquiera de A f B. Por definición de la intersección, x pertenece u umbos conjuntos 
A y B; en parncular, ve A. Se ha demostrado que x£ 8 NB) implica xz A, esta es, que (4/7 B)C 4. De 
igual modo, (ANBJC B. 


16. Demostrar: AMA = A. 


Solución: 

Por la Observación 24, (Af 1 A) C 4. Seu x un elemento cualquiera de A; entonces es obvio que x perte- 
nece u los conjuntos 4 y A. es decir, x pertenece a A N 4. Se demuestra asi que ve A implica x£ (4 7 A), es 
decir, que A CUA NA A). Por la Definición 1-1, ANA = A. 


17, Demostrar: Uf YA = A, donde U es el conjunto universal. ' 


Solución: 

Por la Observación 2-4, (U Y A) C A. Seu x un elemento cualquiera de 4. Como U es el conjunto univer- 
sal x pertenece también a U, Como ve A y x£ U. por la definición de. intersección. y £ (£/ 1 4). Se ha demos- 
trado que vz 4 ampiica y £ (U fN A), es decir, que se ha demostrado que A C(U N 4). Por la Definición 1-1, 
UNA=A. 

18. Demostrar: AMD = D. 
Solución: 

Por la Observación 24, 14 (1 25) C W. Pero el conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto; an par- 

tscular, BC AM. Por tanto. AMB = Y. 


DIFERENCIA 
19, Sea A— 1. 2,3, 4), B=/2,4,6. 8) y C — [3. 4. 5, 6. Hallar (a) (A — B). (bd) (C — A). 
“" 1e) (8-0), (d) (B — A). (e) (B— B). 
Solución : 
(a) El conjunto 4 — B consiste en los elementos de 4 que no están en B. Como A =!l, 2. 3141y 2.428, 
entonces A -—- BA=!1, 3), 
(4) ¿Los únicos elementos de €' que no están en A son $ y 6: por tanto, € — A = (5, 6]. 
le) B-C=12,8]. (d) B- A =(6, 8). le) B-8B=G 
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20. En los diagramas de Venn del Problema 1, rayar A menos B, 0 sea 4 B 


Solución: 
En cada caso el conjunto 4  B consiste en los elementos de '4 que no estan en B, es decir, el área en A 
que no está en la de E. y 


to) id 
A — Blo rayado 
Nótese que.comoen (0), 4 B Asi Ay Bson disjuntos. Nótese también que. comoen (d, A BY 
sí Á es subconjunto de B 
21. Dados dos conjuntos A y B no comparables, construir el diagrama lmeal de tos conjuntos 
A.B.(A B) (B- A). (Y y el universal U. 
Solución: 
Notar primero, según la Observación 2-6. que (4 - BIC A y queíB —- A1C B 


Como Y es subconjunto de todo conjunto y como, por la Observación 2-7, (4 - Bly[(B  4)no son com- 
parables, se puede trazar primero 


> A 


Como AD (4 — B)y BOIB -— A). se añaden A y B al diagrama como sigue: 
A B 


A-B B- A 


A S aS 
Coma U contiene a todo conjunto, se completa el diagrama asi: 
174 
A 

A B 
-B B-A 

A o A 

Si no se incluyera U o QZ en el diagrama, entonces el diagrama liñeal no se cerraría. 


22. Demostrar la Observación 2-6: (4 — B)C A. 
Solución: 
Sea x cualquier elemento del conjunto 4 - B. Por definición de diferencia, xe A y 1£ B; en particular. 
x pertenece a 4 Se ha demostrado que xeí4  B)implica x £ A; es decsr, que (4 - BC A 


23. Demostrar: (A— B)(1B= 2. 
Solución : 
Sea x perteneciente a (4 — B)f B. Por la definición de intersección, xt (A  B)y vr B. Pero por la de 
finición de diferencia, ve A y xf£B. Como no hay ningún elemento que cumpla xr£ B y x£ B, entonces 
(A- BN B =P. 


COMPLEMENTO 
24, Sean U-'1,2,3....,8,9, 4-41,2,3, 4) B=(2,4,6,8] y C-— '3. 4,5, 6). Hallar 
(2) A. (0) B”, (o) (ANCI, (d) (4U 8), (e) (4'Y, Y) (8 — CJ. 


Solución : 
(a) El conjunto 4' consiste en los elementos que están en UY pero no en A. Por tanto, A [5,6,7,8,9 


A 


CAP 2] 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 


(6) El conjunto de los elementos de UY que no están en Bes 2' = [1,3, 5,7, 9! 
lc) (AMC) = 13, 4) y entonces (A Ni CY = [1, 2,5, 6,7, 8, 9). 

td) (4U B)= 11, 2,3, 4, 6, 8) y entonces (4 U BY = [5, 7, 9). 

(e) A*= (5,6,7, 8, 9) y entonces (A'Y = [1, 2, 3, 4], es decir, (4'' = A. 

UY (B - C) - 12,8] y entonces (B— CY =([1,3,4,5,6,7,9!. 


« 25, Enel diagrama de Venn sigumente, rayar (a) E”. (b) (A U BJ. (c) (8 


Solución: 


la) Como PB", complemento de B, consta de los elementos que no están en B, se raya el area exlenor y B 


' 


AE 
== 
RÁ 
A] 
== 
E 
== 
=> 
=== 
E 
(== 


B" lo rayado 


A). (dy A NB 


¿Y Primero se raya el área 4 1) B; luego, (4 UU BY es el área exterior a (4 U 8) 


AU B lo rayado 


po 
NA 
dE 


(AU) BY lo rayado 


te) Primero se raya B-— A: y asi (B — A) esel área exterior a BD - A. 


5 


B  Alorayado 


(dj) Primero se raya 4”, el área exterior a A, con trazos oblicuos 


trazos ablicuos inctinados a la izquierda (113), entonces A 


A" y B: con doble rayado 
Nótese que el área de (A U B) es la misma que la de 4" (1 8". 


inchinados a ta derecha ( 
B" resulta ser el área con doble rayado. 


> 0ll 


(B_ 4) lo rayado 


pue 
e 


A TN 8 lo ravado 
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J y se raya B' con 
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26. Demostrar el Teorema de De Morgan: (4 UY BY = A' NM B". 
Sotución: . 
Sea 1E (4 U BY: asi, pues, x no pertenece a AU B. Por tanto, xg A y x€ B, es decir. ve A y veB y. 
por la definición de intersección, y perlenece a 4 N B". Se ha demostrado que ve (A Y BJ impicaxe (A NB) 
SA AUBYCUNB 


Sea ahora peA M8, entonces v pertenece a A' e r pertenece a B'. Así que réA e ve B y, por tanto. 
VEA Bu sea que y: 14 U BY. Queda demostrado que rz (4 M B') implica ye (4 U B), es decir. que 


(ASNBCIAU BN 
Por consiguiente. por la Definición 1-1, (41 B) = (4U BJ. 


PROBLEMAS DIVERSOS 


27. Sean U - lu b. cd el. A- la.b. di y B-— ¡b. d. el. Hallar MdAOVBdBNA OB. 
(0d B-A MA OB ANA UB 104 NO Bo Bl — A" (1) (4 (1 BS, 0) (4 UB). 


Solución: 

ta) La umon de 4 y B consta de los elementos de A y los elementos de B, es deco. 4 B > (4. bid, e) 
1h) La intersección de 41 y B consta de los elementos que son comunes a A y B, es decir, 411 B hd; 
(e) El complemento de B consta de las letras que están en U pero no en B.asiqueB uc; 

(d) El conjumo B 4 está formado por los elementos de B que no están en 4. estores, B A ¡e 

le) A'=lc,el y B= (bh, d, el: asi que AN B= lej. 

(MN A=la,b.d y B => la.c): asique AUB8' = ja, b, e, di 

lg) 4'=lc,e y B = la, ej; entonces 4118 = [ej 

(h) B'- A'= [aj A 

(0 Según (6). ANYB - (5, dj: luego (4 M BY = (a. c. e]. 

(Y) Según lar AU! B = la. b. d, ej: luego (4 U BJ = ¿c). 


28. Enel diagrama de Venn que sigue. rayar (1) ANU(BUVO O), Q)AUNBUAOOIASAVLIBNO), 
(4 (14U BN IA UC) 


$ 
de 


Solución : 


(1) Prinero rayar 4 con trazos inclmados a la derecha y rayar B U C con trazos inclinados a la 1zquierda, en- 
tonces 4 1 18 U C) es el área con doble rayado. 


4 y BU C aparecen rayados A MiBU Ci lo rayado 


(2) Primero rayar 4 f B con trazos inclinados a la derecha y A f1 C con trazos inclinados a la izquierda, en- 
tonces (4 NN B)U (4 MN C) resulta ser el área total rayada como $e muestra en seguida, 
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AMNEBy A MC lo myado ¡AN BULA NM Co rayado 


Nótese que 4 M1BU C)= (AN BUANC) 


(3) Primero se raya Á con trazos mclinados a la derecha y se raya Bf C con trazos inclinados a la izquierda. 
asi resulta ser 41) (B (Y C) el área total rayada. 


A y BN C lo rayado - AU1BNn Co rayado 


(4) Primero se raya 4 1) B con trazos inclmados a la derecha y se raya A (Y C con trazos inclinados u la iz- 
quierda: (4 UY BIN (A U Cl) es el área con doble rayado. 


AUB y A UC lo rayado (4AU BN A YU €) lo rayado 


Nótese que 4 UY (BN €) — (4U BN MA U C). 


29. Demostrar: B-— A es un subconjunto de A'._ 
Solución: 
Sea x perteneciente a B— A, Entonces x£ Y y x£ A; por tanto, x es elemento de A”. 
Como xf£ B — A implica xe AB A es subconjunto de A”. 
30. Demostrar: B-— A'=B0MA. 


Solución : 
B A TAM Bi rA + dro meB. xrrAl - BnA. 


Problemas propuestos 


31. Sea el conjunto umwversal U - fa, b,c.d.e,f.g) y scan A = la,b.c,d,ej,B=fa.c.e, g yO =ib,e,f gl. 
Hallar: da 
(1) AyC (3) C-B (5) A'"—B (174 Cy (0) AB" 
(2) BNA (4) B' 6 Buc (8) CRA 10 (ANAY 
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See 


35. 


y. 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS “¡CAP 2 


Demostrar: 1: ANY B = Y, entonces A C BE". 
En los diagramas de Venn que siguen, rayar (1) Y 1 W.(Q)W", (3)W - Y, MyYUWIirn 16) Ir 4 


ta) (h) 
Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacíos A. B y C de modo que 4. B y C tengan las guientes ,d- 
racteristicas” 


(1) ACER, CCB, ANC =0 (3) ACC,A-C, BOC - y 

(2) ACR, CAB, ANC: Y (4) ACIBOO), BOC, Cs-B, AFC 
Determinar: 

Di, 3D (50 ANA DEA UnA A 
(DAA 1 1h.4 qm 3 ALA CP 


Completar las siguientes afirmaciones insertando 7. D o ne (no comparables) entre vada par de conjuntos Aqui 
4 y B son conjuntos arbitrarios. 

ATA 1 A... HA (5) 4....A di 

DA. ADE MA... AUN (mA... £-A 


La fórmula .1 — B= 4/1 B' puede defimr la diferencia de dos conjuntos mediante las solas operaciones «de 
intersección y vomplemento. Encontrar una fórmula que defina la unión de dos conjuntos. 4 B, mediante 
estas dos operuciones de intersección y complemento. 


Demostrar: A — Bes un subconjunto de 4 UU B 

Demostrar eb Teorema 2-1: AC Bo3mphca AMB = A. 
Demostrar Si A(YB= (GH. entonces BN A' = B. 
Demostrar el Teorema 2-2: A CB implca AU B= B. 
Demostrar: A" — B'=B-A. 

Demostrar el Teorema 2-3: AC B implica PUC A” 
Demostrar: St 4/1B = (H, entonces AU B'= B' 
Demostrar: ¡Ay BY = 4U8 

Demostrar el Teorema 24: AC Bimphca AU (B - A) = B, 


Respuestas a los problemas propuestos 


ye 13) 1b,0 5) 1£ , (1CO > ihefo (6 tds 
(2 (ue, r) (31 10, 4d, $ (5 be 90 (5) le, e, dl da 8 
Demostración. Seu xx 4 Como A y 8 sun disjuntos, y É 8: luego x pertenece « 8" Queda demostrado que 15 4 


implica xE 8”, es decir, que ACB. 


1) 41) > 
EA 
Y 


1 4 lo rayado w Vio rayado 


A Y ALL 


4” lo rayado Y" U W lo rayado Y > 4? do rayado 
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wa 


VA Y do rayado 


W”" to rayado 


38 (DA (A (DU MA (500 (609 (DU (DU (DA (100 
$ (1D (2 (3 (4)C  (b)ne (6) ne 


37. ALB = (AMB. 


Capítulo 3 


Conjuntos de números 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


Aunque la teoria de conjuntos es completamente general, en la matemática elemental se encuen- 
tran ya conjuntos importantes que son conjuntos de números. De particular interés, en especial en el 
análisis, es el conjunto de los níeneros reales, que se denota por 


R 


En este capítulo se supone de hecho, al menos que se diga otra cosa, que el conjunto universal es el con- 
junto de los números reales Se revisarán en primer lugar algunas propiedades elementales de los nú- 
meros reales antes de aplicar los principios fundamentales de la teoría de conjuntos a conjuntos de 
números. El conjunto de los números reales con sus propiedades se llama el sistema de los números 
reales. 


NUMEROS REALES, R 


Una de las propiedades más importantes de los números reales es el poderlos representar por pun- 
tos de una linea recta, Como en la Fig. 3-1. se ehge un punto llamado origen, para representar el O, y 
otro punto, por lo común a la derecha, para representar el |. Resulta así de manera natural una co- 
rrespondencia entre los puntos de la recta y los números reales, es decir, que cada punto representa un 
número real único y que cada número real viene representado por un punto único. Llamando a csta recta 
la recta real. podran emplearse uno por otro los conceptos de punto y de número. 


e=2.T11B,... 


Fig. 3-1 


Los números a la derecha del O, o sea al mismo lado que el 1, son los llamados numeros positivos. 
y los números a la izquierda del O son los llamados números negativos. El O mismo no es mu positivo ni 
negativo. 


ENTEROS, Z 
Los enteros son los números reales 
E Y AS EL A o AE A 
Se denotan los enteros por Z; así que se escmbe 
Z= vito 1,0 EZ 0 1 
30 
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Propiedad importante de los enteros es que son «cerrados» respecto de las operaciones de adición, 
multiplicación y sustracción; es decir. que la suma, producto y diferencia de dos enteros es a su vez un 
entero Nótese que el cociente de dos enteros, por ejemplo, 3 y 7, no es necesariamente un entero. asi 
que los enteros no son cerrados respecto de la operación división. 


NUMEROS RACIONALES, Q 


Los números racionales son los reales que se pueden expresar como razón de dos enteros, Se de- 
nota el conjunto de los números racionales por O. así que, 


O =|x|x=p/g donde peZ.qeZ! 
Obsérvese que todo entero es un número racional, ya que. por ejemplo. 5 = 5,1; por tanto, Z es un 
subconjunto de (O. 
Los números racionales son cerrados no solo respecto de las operaciones de adición, multiplica. 
ción y sustracción, sino también respecto de la división (excepto por 0). Es decir, que suma, produc- 


to, diferencia y cociente (excepto por 0) de dos números racionales es un número racional nue- 
vamente. 


NUMEROS NATURALES, N 


Los números naturales son los enteros positivos, Se denota el conjunto de los números natu- 
rales por N: asi que: 


N=11.2,.3....! 


Los números naturales fueron el primer sistema de números que se formó y se les usaba primor- 
dialmente antes para contar. Nótense las relaciones siguientes entre los anteriores sistemas de números: 


NEZCOCR 


Los números naturales son cersados respecto de las operaciones de adición y multiplicación so- 
lamente. La diferencia y el cociente de dos números naturales no es necesariamente un número natural. 

Los números primos son los naturales p, excluido el 1, que solo son divisibles por 1 y por p mismo. 
He aquí los primeros números primos: 


25 A MISAS 


NUMEROS IRRACIONALES, O” 


Los números irracionales son los reales que no son racionales. esto es, el conjunto de Jos números 
irracionales es el complemento del conjunto de los números racionales (/ en dos numeros reales R: 
por eso sw denotan los números irracionales por Q”. Ejemplos de números irracionales son 


3 , 
yA e y -. ett. 


DIAGRAMA LINEAL DE LOS SISTEMAS NUMERICOS 


La Fig 3-2 siguiente es un diagrama lineal de los distintos conjuntos de números vistos hasta ahora. 
(Para que quede completo, se mcluye en el diagrama el conjunto de los números complejos, que son 
los de la Torma « + hi, con e y h reales. Obsérvese que el conjunto de los números complejos es un su- 
percony io del conjunto de los números reales.) 
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Numeras complejos 
Numeros reales 
Nuberos ramones 


| Daumereas dt ran os | 


lnteros 


Numeros nalsiados 


| Numeros pri vos | 


Enteros tula os 


Fig. 3-2 


DECIMALES Y NUMEROS REALES 


Todo número real se puede representar por un «decimal con infinitas cifras» La representación 
decimal de un número racional p/g se encuentra «dividiendo el numerador p por el denominador q» 
Si la división dicha se acaba. como en 


38 - 0.375 
se escribe 3/8 — 0.375000 ... 
o bien 3/8 — 0,374999 .. 


Si la división fp por q no acaba, se sabe entonces que hay un tramo de cifras que se repite continuamen- 
te; por ejemplo 


2/11 — 0,181848... 


Ahora bien, lo que caracteriza a los números reales respecto de los decimales, es que en tanto que 
los numeros racionales corresponden precisamente a los decimales en que se repite continuamente un 
tramo de cifras. los números irracionales corresponden a los otros decimales de infinitas cifras 


DESIGUALDADES 


Se introduce el concepto de «orden» en el sistema de los números reales por la 


Defixtición: El número real a es menor que el número real h, lo que se escribe: 
a<b 


si h— gq es un número positivo 


Se pueden demostrar las propiedades siguientes de la relación a < 6. Sean los numeros reales e, 
b y e: entonces 


P¡: Obena<b,_oa=bh 0b<ae. 

P,' Sia<b, y b<c, entonces a < c. 

P,: Sia<b, emonces a+ c<b+c. 

Pa: S1a<b y e es positivo, entonces ac < be. 
Ps: Sia<b y c es negativo, entonces be < ac. 
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Geométricamente, si a < bh el punto e sobre la recta real está a la izquierda del punto b. 
También se indica a < bh por b>a 
lo que se lee «b es mavor que a». Asimismo, se escribe 
a<=b o b=a 


sna<hoa= b, es decar, si a no es mayor que bh 


Ejemplo l-1: 2< 5; —6<-3y4<4:5> —3. 
Ejemplo 1-2: La notación x < $ significa que y es un numero real menor que 5, asi que 1 está a la 12Qquier- 
da de $ en la recta real. 


La notación 2 < x < 7 sigmfica 2 < x y x < 7; con lo que x estará entre 2 y 7 en la 
recta real 


Obseryación 3-1: Es de notar que el concepto de orden. o sea la relación a < bh. se define mediante 
el concepto de número positivo. La propiedad fundamental de los números positi- 
vos que se utiliza para demostrar propiedades de la relación a < hb, es que tales 
números son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación, hecho 
que, además, está ligado íntimamente al de que los números naturales también 
son cerrados respecto de las operaciones de adición y muluplicación. 


Observación 3-2: Son ciertas las afirmaciones siguientes para a, hb y e números reales cualesquiera: 


il a <a. 
(2) Sia <b y b <a entonces a = bh. 
(3) Sse<bybow<ec entonces e <<. 


VALOR ABSOLUTO 
El valor absoluto de un número rea] x, denotado por 
|] 


le sor 
| rur<o0 


se define así* 


pS 


es decir, que sí x €s positivo O cero, entonces | es igual a 1. y 5 1 €es negativo, entonces |x, es 
igual a — x. En consecuencia. el valor absoluto de cualquier número €s siempre no negativo, esto es, 
1] >0 para todo x£R 

Desde el punto de vista geométrico, el valor absoluto den x es la distancia del punto y de la recta 
real al origen, esto es. al punto 0 Asimismo, la distancia entre dos puntos cualesquiera, o sea entre dos 
números reales 4 y b, es la — h] — lb — as]. 


Ejemplo 2-1: |=2 AS TR 
Y 8 =| 5 5 8-3=[5) 3 |-3 4 |-7|-7 
Ejemplo 2-2: La relación lx] < 5 


signihica que da distancia entre 1 y el origen es menor que 3, esto es, que 1 debe estar entre 
5 y 5 sobre la recta real, Dicho de otro modo. 
ix]<sS y er <5 
benen el mismo significado. De modo análogo 


Biz 


|x] < 5 y 


significan lo mismo. 
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INTERVALOS 


Examínense los siguentes conjuntos de números 


Ár rr E zZ< 5] 
A, (NS ae] 
A a 
Ás A A ON 


Nótese que los cuutro conjuntos contienen solamente los puntos que están entre 2 y $ con tas excepcio- 
nes posibles de 2 y 0 5 Estos conjuntos se llaman intervalos y los números 2 y 5 son los extremos de 
cada intervalo Por otra parte, 4, es un ritervalo abrerto. pues no contiene los extremos. 4) Cs UN WCr- 
valo cerrada, ya que contiene ambos extremos. y 4, y As son abierto-cerrado y cerrado-=abierto, res- 
peclivamente 

Se representan gráficamente estos conjuntos sobre la recta real como sigue: 


A. 


Obsérvese que en cada diagrama se encierran con un círculo los extremos 2 y 5 y que se repinta el seg- 
mento entre los puntos dichos. Cuando un intervalo incluye un extremo, esto se hace ver llenando el 
círculo del extremo 

Como los mtervalos apurecen con mucha frecuencia eq las matemáticas. se emplea genuralmer te 
una notación abreviada para designar intervalos. Por ejemplo, los intervalos anteriores se denotan, 
a veces, por 


A, - Y, 5 
Ay = [2, 5] 
Ay = 12, 5] 
A ST 


Nótese que se usa un corchele al revés para designar un extremo abierto, es decir. un extremo que no 
pertenece al mtervalo. y que se usa un corchete para designar un extremo cerrado. 


PROPIEDADES DE LOS INTERVALOS 


Sea 4 la famlia de todos los imtervajos de la recta real. Se incluyen en .4 el conjunto vacio YH y 
los puntos 4 |e, ea] Tienen entonces los intervalos las propiedades siguientes * 


(1) La imterseccion de dos intervalos es un intervalo, es decir 
ALÍ, Be mphca ABE 4 
(2) La unton de dos intervalos no disjunios es un intervalo, es decir" 
AE, BEI, ANBs Y implica Ay) Be 
(3) La diferencia de dos intervalos no comparables es un intervalo, es decir: 
A894,B2 4, AC B.BÚA implica A- Be $ 
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Ejemplo 31: Suar A 2,0, HB ASI: 


4NB- 13.4). Ae al 
8 10] B A -[4.xf 


INTERVALOS INFINITOS 


Los conjuntos de la forma 


A EA Y, 
B AD, 
E 
PD iS: 
E A DAN (ÓS 


se liyman mterralos mfuntos y se les denota tambien por 


Ps Baal Coa=t-2.3) D= ]=7.4l 


Se representan estos intervalos infinitos subre la recta real como sigue 


CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


Sea 4 un conjunto de números; se dice que 4 es un comunto exotudo y As subconjunto de un 


intervalo finno. Unu definición equivalente de acotación es 


Definición 3-1: El conjunta 4 es acotado si existe un número positivo Af tal que 


yo M 


para todo v£ 4. Un conjunto se dice Ho acotado 51 no €s iumolado 


Nótese que, entonces, 4 es un subconjunto del intervalo finto |- M. mM). 


Ejemplo 4-1: Sea 4=:1, 12, 13. ;. 4 cs acotado. pues es un stbronjunto de) intervalo ce: 


rrado [0. 1] 


Ejemplo 42: Sea 4 -— (2,4,6, ..,. 4 es un compunio ño acotado, 
Ejemplo 4-3: El conjunto 4 = '7, 350, - 473, 2322, 92” es acotado 


Observación 3-3: Si un conjunto A es finito. entonces es necesarmamente acotado Si un conjunto es 
mfinilo, puede ser acotado, como en el Ejemplo 4-1, o no acotado, como en el 


Ejemplo 4-2, 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


En los problemas siguientes, R, Q, O, Z. N y P designan, respectivamente, los números reales. 


racionales, irracionales, enteros, naturales y primos. 


1. 


Entre lo que sigue, decir qué es verdadero y qué falso. 


Uy TEN (6) 6: Q (11) yB: N 
(2) Y2, Q MP (12) 1 9/4: Q' 
(3) 4e Z (8) 1: Z (13, 2:Z 
(4) 9: P (9) Y 5:Q (14) R 

(5) 3-"* Q (10) 1: R (15) Y 4eR 
Solución: 


(1) Falso A solo contiene «os enteros posilivos, 7 es negativo 


(2) Cierto. , 2 no se puede expresar como razon de dos enteros. ¿si que y 2n0 €s racional 
(3) Cierta Z, el conjunto de los enteros, contiene todos los enteros, posilivos y Negal1v0s 
(4) Falso 3 divide a 9, asi que 9 no es primo 

(5) Falso, x noes racional ni tanípoco 3z, 

(6f Cierto Los numeros racionales incluyen a los enteros Asi, —6  (t—61) 

(7) Cierto |! no tiene divisores excepto 11 y |, asi que 11 es primo 

(3) Falso ¿mu es entero 


(9) Falso .“-5 noes un número real. por tanto, en particular, no es un número irracional 
(10) Cierto 1 es un número real. 


(11) Cierto a KR 2 que es un entero positivo 


(12) Falso. , 94 = 32 que es racional 
(13) Cierto Z consta de los enteros positivos y negativos 
(14) Cierto x.es rear y también lo es n* 


(15) Falso .y -4 - 2: no es real 


Hacer un diagrama lineal de los conjuntos R, N y Q' 


Solución: 
N y O' son ambos subconjuntos de R, Pero N y Q na son comparables. Según esto, el diagrama Imea! es 


A 


¿A cuáles de los conjuntos R, Q. Q.Z. A y P pertenece cada uno de los números siguientes * 
(1) -34, (2) 13, (3) /-7. 

Solución : 

(1) 3 42 0. de ¿os números racionales. ya que es la razón de dos enteros 2?7y4 Asimismo, 34£R, ya 
que COR 

(2) 13€£P, porque los únicos divisores de 13 son 13 y 1. 13 pertenece también a N, Z O y R, pues Pes 
subconjunto de vada uno de éstos 


131 /—? no es un numero real; asi, pues, no pertenece a ninguno de Jos conjuntos dados 


Dados E-— |12,4.6.. . yF-11.3,5....j. ¿son £ y F cerrados respeclo de las operaciones de 
(1) adición, (2) multipiicación? 
Solución : 


(1) La suma de dos numeros pares es par. por tanto. E es cerrado respecto de la operación «dic on La sama 
de dos números impares no es impar; luego F no es cerrado respecto de la operación de adición 

(2) El producto de dos números pares es par, y el producto de dos números impares es impar. luego ambos £ 
y F son cerrados respecto de la operación multiplicación 
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. 5, 


De los conjuntos R. 0. 0, 7, N y P. ¿cuales no son cerrados respecto de las operaciones de 
11) adición, (2) sustracción? 

Solución : 

11) Q y P Porejemplo. "220 y y22Q".pero -, 2+./2 0€Q':d¿Py%rP perod+ S= REP 


2 Q.Ny P Por ejemplo, ¿2 Q" pere 2 7 08Q.JENyT7eNn pero? 7? 4EN,TEP 
ys P. pero? 3-:42P 


DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


6. 


10. 


Valhéndose de la notación. escribir las afirmaciones siguientes: 


(1) «cs menor que h, (4) « no es menor que $ 

(2) « no es mayor o igual que h. (5) « es mayor o igual que + 
(3) «€ es menor v igual que h. (6) « no es mayor que h 
Solución * 


Recuerdese que an trazo vertical oblicuo que alraricsa un signo indica el agmilicacdo opueste del signo 
Se serie 


Desh, (2reéb (4dGa7 bd, (MDesdb ia dh (Giarb 


Insertar entre los siguientes pares de numeros el signo adecuado: <, > 0 


111 3.,..-9 E IN (5) 3-,...9 
12) =4..,.-8 (4) D7.20:9 (6) TA 
Solución : 


Se escribe a < hs bh - aes posiivo, a > hsih— «es meativo ya = bsihb- ua = 0 Entonces 


dl, 3 + 8, (2) -4> 8 (83 -7 Ud 573 (65) 3-84, 44 3 


Demostrar: Sia<byb<c,esa<c 


Solución ; 


Por definición, 2 < A y h < e sigmtican que e — hes positivo y que $ — «tambien lo es Como la suma 
de dos numeros positivos £s posiliva, 
lb=a1+ to -h=ca 


€s positivo As: que, por definicion, a < 


Demostrar: Sta < h, entonces a+0c<b+c 


Solución : 


Observese yue 
breol (arco) ba 


que, par hipátesas. es positivo. Entonces a+ c<4h +. 


Esermbir las siguientes relaciones geométricas entre numeros reales con la notación de las des- 
igualdades * 


(1) y está a la derecha de 8. (3) y está entre —-3 y 7 
(2) z está a la izquierda de 0. (4) u está entre 5 y l. 
Solución : 


Rec uerdese que a < h significa que a está a la izquierda de h sobre la recta real De ¿cuerdo con esto. 
0) r>8BYotambien$ < y. 
23 208 
(1) -3i<xyoa< 7. más brevemente, -3<1x<?7 
(4d) 5>u. yu >lobene<5Syl<w.O tambien | < 1 < $, No es costumbre escribir 5 > u > 1 
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11. Dar la definición precisa de la función valor absoluto. es decir, definir [a . 


Solución : 


= 
Por definición, — Je ión 


1-z a <o0 
12, Dado |x| <U. Averiguar x. 


Solución: 
Téngase en cuenta que el valor absoluto de un número es siempre no negativo, es decir, que para todo nu- 
mero x, |x]> 0. Por hipotes»s, [xr] < 0: por tanto. [1] = 0. Por consiguiente, x = 0, 


1 Calcular: 


085 (6) 1-8] +31 

(2 '-3+5 A, 
MISA, (8) 13+1f-1-4 3-13 
CA ra / 3  -6! 

(5) 3-7! -!-5 (10) '- 1-5 

Solución: 

A BO” 8 

¡D )-3+>5) - 2 - 2 

(91 1-35) |l-8 - 8 

(4) 1-2) -)-6) = 2-6 = -4 

B) 1B=7- -5] - ¿“4j-=]-bi- 4-5 - -1 

6) |-8)+)8-2]  '-8]+/J2 = 8+2 - 10 

(D ¡2-5 - 4-71 —= |-3-]-89) = 3-3 = 0 

(8) 182] 3 S)-3-] B] = 18+ -5-3-]-R = 1845-3-8 - 7 
19) 2er=Iel] = 2-5] = J-4d] = 4 

410+ )-I-51) = |I-6] = 5 


14. Escribir de manera que y quede sola entre los signos de desigualdad: 


(1) 3<r-4<8B (3) -9 < 3x7 < 12 (5) 3<22-5<7 
(2) -1<2+3<2 (4) -6<-2r<4 (6) -7<-21+3<5 
Solución: 

(1) Por P,, súmese 4 y cada lado de 3 < x — 4 < 8 pará tener 7 < x < 12, 

(2) Por P,. sumar —3 u cada lado de -| < x + 3 <2 para tener -4 < xr < —l. 


(3) Por P,. mulisphcar cada lado de -9 < 3x < 12 por Y y se tiene —3 < x < 4, 

(4) Por P¿. multiphcar cada lado de 6< -2x<4 por —3 invirtiendo las desigualdades, resulta 
-2e1< 3 

18) Sumar $ a cada lado de 3 < 21 - 5 < 7 con lo que resulta 8 < 21 < 12 Ahora multiplicando por 3 se 
liened < 1<6 

16) Sumar -3 a cada lado de =7 < —2x + 3 < 5 con lo que se obtiene —10 < —21 < 2, Ahora multiph- 
cando por — ise vierten las desigualdades y resulta —1 < x < 5, 


15, Escribir sm el signo de valor absoluto: 


(1) [11<3, (2) jx -2)<5, (3) 2r+3|/<7. 
Solución : 

(1) -3<x<3 

(2) -5<x-2<5 1 a3<x<?7 

(9) —-7<22+43<7 v -I10<27<4 B<r<2 
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16. Escribir con el signo de valor absoluto: (1) -2 < x < 6, (2)4 < x < 10 
Solución: 
Nótese primero que se esenbe la desigualdad de modo que un numero y su negalivo aparecen en los extre 
mos de la desigualdad 
(1) Sumar 2acada fado de 2< xv <óé y resulta 


-4<x 2<4 
lo que equivale a 


(2) Sumar 7acada lado de 4 < x < 10 y resulta 


=-3<a4 7<J3 


que equtvale a 
lx - 7] <3 


17. Insertar el simbolo adecuado. < 6 —=. entre los siguientes pares de numeros 


MITA 2 AS A a: -11 
Solución: 
Tengase en cuenta que a<besciertosa<hosa  h,yquea=hescieno ua > homa — bh 
(1) =-—7 yaquel > -7 
(2) 2>= 9, pues -2> —9 
(3) Tanto 2? < 8 como 2? > 8 son ciertos, ya que 2? 8 
(4) 3=<7, puesto que 3 < 7 
15) Tanto 3? < 9 como 3* > 9 son ciertos, porque 3 Y 
(6) 32 = —-11, porque 3? > —1] 


INTERVALOS 
18. Escribir los mtervalos siguientes en forma constructiva conjuntista 


(1) M-[-3,5[. Q)5S-B.8[. (8) T-(0. 4]. (44 W=] 7, 2] 
Solución: 


Recuerdese que el corchete invertido signihica que el extremo no pertencce al imtervalo y que el corchete 
sigmifica que el extremo pertenece al mtervalo Así, pues 


M E, 3 y + 
£ EMO ARA 
T A AL £ 4: 
Ww SN i r gi 
19. Representar los mtervalos R— 3J-1,2],5—[-2.2[. 7. JO,t[ y MH 11,3] sobre la recta real 


Solución: 
Para representar R, señalese pnimero cada extremo suyo 1 y 2 con un circulo 


i + + SL A 
4 3 2 —1 0 1 2 3 4 


Como el extremo 2 pertenece a KR. repintar el circulo que rodea el 2: 
q 


——  _ —— y 
4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 

Por ultimo repintese la recta entre los extremos 
ca — 4 + 
4 -3 2 1 0 1 2 3 3 


Representacion de R 
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De la misma manera, 


Representacion de E 


E — + — A ÁS 
3 = 0 1 2 , 4 


— 


Ri presentación de $ 


20. Dados los numeros reales u y hb, « < h. construir el diagrama lineal de los cuatro intervalos Ja, AL. 
[a, $], Ja, b] y [a. BL. 


Solución : 
El intervalo abierto ja, b[ es un subconjunto de los dos intervalos sermabrerios fa, b[ y la, h] que. a su 


vez, san subconjuntos del imiervalo cerrado [a. 5]. Asi, pues. 


A de A 


les b3 lu he] 


da EN es AA 


t 
2. SenmA- 11<3.8B8=!r]Jr=23.C=fr]y=!l] y D=íx]v > —1;. Representar los 
conjuntos sobre la recta real y escribir luego los conjuntos en notación de intervalos. 
Solución : 


Los conjuntos son todos imtervalos inlinitos Enciérrese con un circulo el extremo y dibujese una sem- 
rrecta dirigida hacia el lado del extremo en que está el conjunto, como se muestra en seguida 


4 -3 -2 =-1] 0 1 2 3 4 
A 
— A IA A em A > 
s a -2 =) 0 1 2 $ 4 
B 
A o o zz, ——_——— === =— 
1 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 
E 
ran O TI RS NS AS E 
1] -3 -2 -1 0 1 2 3 4 
p 


Con la nolacion de intervalos. los conjuntos se definen así. A= ]-w0,3[.B - [2,x[.C - l-x.1]y 
D-] 1. <[ Notese que se usa corchete al reves del lado del simbolo de mfinito. 


OPERACIONES CON INTERVALOS 


22. Sean A=|[-3. 1[ y B=[-1, 2] 
(1) Representar A y B sobre la misma recta real. 
(2) Mediante (1). representar AU B, ANEB y A — B sobre rectas reales 
(3) Escribir AU B, AN B y A — B en notación de intervalos. 
Solución : 
(1) Sobre la recta real, rayar A con trazos inclmados a la derecha (////) y rayar B con trazos incimados a la 
izquierda (0) 


4 y 8 tmuados 


CAP 3] CONJUNTOS DE NUMEROS 41 


(2) AJ B contiene los puntos de cada intervalo, esto es, los puntos rayados en la figura 


4 3 -2 1 0 1 2 3 4 
lo Blotepta Lo 


A MN B contiene solamente los puntos que están tanto en A como en B, o sea los puntos cubiertos con doble 
rayado, 
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 


LO Bleripo se 


AB contiene los puntos de A que no están en B, o sea los puntos rayados von pero fuera del doble 
ruyado* 


(3) Los graficos anteriores indican que 4 B = [-3,2].4N1B=[-lL l[ya-8=[-3,1[ 


¿En qué casos la unión de dos intervalos disjuntos es un intervalo? 


Solución: 

Primeramente, el extremo derecho de uno de los intervalos debe ser el extremo izquierdo del vitro En se- 
gundo lugar, en el extremo común uno de los intervalos debe ser cerrado y el otro abierto Por ejemplo, sean 
M=|[-3,4[ y A = [4 7[ El extremo derecho de M es el extremo izquierdo de A, y Mes abierto en 4 en 
tanto que N es cerrado en 4. MUN =[-3.7[yMNMN=G 


Dibujar sobre la recta real y escribir el conjunto que resulta en notación de intervalos: 


aa AAA AE] (dy Tx =82<7 EN Tr ec 

(0 Aa O AO (dd) dx. —3=Ex+0| Nn [lr -2<x<3) 
ta A INCO AAAR 

Solución: 


En cadu cuso, representar el conjunto de la izquierda con trazos / y el de la derecha con trazos 1. 


10) 4 RP AR ss de pa 
4 3 -2 1 0 1 2 3 4 


y] 


La unjon consta de todos los puntos rayados, estos forman el conjunto ]— x. o[. toda la recia real. 


O] Il 


l 3 “d ., 1 0 1 2 4 


La intersección es el conjunto vacio. ya que no hay puntos con doble rayudo, es decir, no hay ningún pun» 
lo que este en ambos intervalos. 


uh 3 DARRO ó- ad 4 + 
4 3 -2 1 G 1 2 3 4 
La unjon es el mtervalo infimio ]-x, 3] 
tos > RDA AMDBENIRARSIARSS/ AMARRADO E o- 
4 -3 2 1 0 1 2 3 3 


La intersección es el conjunto de puntos con doble ruyado. es dectr, el conjunto 20] 
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CONJLNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


25, Decir cuáles de los conjuntos que siguen son acotados o no acotados. 


ta) lx <3) (dy [Y 4 es potencia positita de 2; 
(DAS o ot led A 

(0) HR o 0 80 FIS AZ. RA IA 
Solución: 


tad Este conjunto ño es acotado, pues hay numeros negativos cuyo valor absoluto es arbitrariamente grande 
De hecho este conjunto es un intervalo intimo ] +. M. que no puede estar contenido en un intervalo ánito 

15) Este conjunto, el de los números impares, no es acotado 

tc) Aunque los numeros de este conjunto son muy grandes, el conjunlo es acotado, sin embargo, porque es 
tinito, Se le puede acotar con el numero mayor 

(d) Fl conjunto de las potencias positivas de 2. que son 2, 4,8, 16,.... es un conjunto no acotado 

(0) Como este conjunto contiene solamente los dos numeros 2 y 3, es acotado 

1 Ss bien en este conjunto hay un numero miitito de numeros, el conjunto es acotado, ya que ciertamente se 
contiene en el mtervalo [| - 1. 1) 


26. Si dos conjuntos 4 y E son acotados. ¿que se puede decir de la union y de la intersección de estos 
conjuntos? 
Solución: 
Tanto la union como la intersección de conjuntos acotados son acotadas 


27. Si dos conjuntos R y $ no son acotados. ¿que se puede decir de la union y de la intersección de 
estos conjuntos? 
Solución: 

La unión de R y SY debe ser no acotada, pero la imtersección de R y $ podria ser ya acolada, ya nu 
acotada, Por ejemplo, sa R= ]- a, 3] y S = [-2, x.[. la intersección de estos mtervalos infinilos es el mter- 
valo fimio y, por tanto, acotado, [ -2, 4. Peron R= |3 | y S <= [-2, 00, la mterseccion resulta miimta 
y. por tanto, no acotada, es el intervalo 13. or | 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 
28, Entre bo que stgue decr que es cierto y que es flo 


IA IS MS 5173 P si $1Z A IR de 11) 23142 
, 


2.312 iO" (yr: NY Y 3 R “lA 12 210 


29, Hacer un direrama hneal de los conjuntos K. /, Q y P 


30. Entre los conjuntos R. QQ. ZN y P, ¿cuales po son cerrados respecto de las operaciones de (1) multiplicación, 
(2) division excepto por Dp? 


M. Dados dos conjuntos , 
AA AA AN 2,1,8, 16, . 
A Io h 


; E RN ¡ 
O ASE ARA o A O O. 


¿vuales de estos Lonjuntos son cerrados respecto de la operacion de (1) adición, (2) sustracción, (3) maltplicacion * 


32. Entre lo que sigue, decir que es (4) sempre cierto, 1h) cierto a veces, (e) nunca cierto Aquicsa :0y/ph +0 


AI ARA A A A e 15) as P,d PO xs 0atbiP 
(2) acP.biQ" os ubrqQ. 160) arN,b(Q" í a+b:iQ 
(3) az N,b:Z y aba Zo (71) a1Z,b:1Q y afbiÑ. 


(4) ar N,b:Q" y elfb: Q. (8) a P,beZ y blas Q. 
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DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


33. Escribir las afirmaciones sigurentes con la notación de orden: 


11) y no es mayor que ). 13) r no es menor que y 
(2) El valor «bsoluto de y es menor que 4. (4) r es mayor o igual que £. 


34. Entre los siguientes pares de números insertar el simbolo correcio <, > 0, siendo 1 un numero real cual- 


quiera 
sE AA 52... 19 E A! 
CO dl a... 7/3 ¿61 = a]....1 $: 2 5 


38, Exeribir das rebaciones peumetricas entre los numeros utilizando la notación de las desigualdades 


(1) a esta a la derecha de h. (2) y está a la izquierda de y. (3) restá entre 5 y —8 
34. Calcular 

DD la-7 da 3 —]|-5 (1113 8 - 2 1 

213 7) ¿Bi J2-3) + —S] 8 S-| 9 

Dob4>7 ib 1-2) + 1-5) (m (2-6 — [1 - 9 


37, Escribir de modo que x quede sola entre los signos de desuiguuldad * 
1Y -2< rr -—3<4d 13) -12< 4r < —£ (5) -1< 2r-355 
ar dro] (4) 4< -2r< 10 (6) -3< 65 -2e < 7 


MB. Escribir sm el signo de valor absoluto: 
boro 812) y 3<8, 43) 2179 4' < 8, 


39. Escribir con el signo de valor absoluto: 
(0-32, 02273 8, (5 7: y“ -l 


40. Demostrar P¿ Sta < h y £ es negativo, entonces be < ue (Nota Se da por sentado que el producto de un nú- 
mero negativo y un número positivo es negativo ) 


INTERVALOS 
4t. Escribir los siguientes intervalos en forma constructiva: 
4=(-3,1[, 2B=[1.2) C=]3-1,3], D=]-4, A 


42. Entre los conjunlos del Problema 41, ¿cuál es (1) un mtervalo abierto, (2) un mtervalo cerrado ? 
43. Representar los conjuntos del Problema 41 sobre la recta real. 
= 
44. Escribir los siguientes intervalos infimtos con la notación de intervalos: 
R=loliz= 2. 3 <= lepr>-=1M 7 dr << —3! 
45. Representar los conjuntos del Problema 44 sobre la recia reul. 


46. Sean A = [-4:2[.8= )-1.6[, € =]-0c. 1]. Hallar y escribir con notación de intervalos 


1) 4.B (3 A-B (Bb) Aur (y) A-C in BUE (11) B-C 
(2) ANB 19) B-A (6) ANC (8) C-A (10) BOC (12) C-B 


CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 

47. Eseribir cada uno de los siguientes conjuntos en forma tabular y decir cuáles son acotados y cuáles no acotados. 
E = 12 :x= (9, eN! Go= fe ]r=( pr, ni Ni 
F <= Ax r=38 nr ÑN] H = IrlxeN, x< 2576) 


48. ¿Son las afirmaciones siguientes (a) sempre ciertas, (5) a veces ciertas, (c) munca ciertas? 


(1) Sí 4 es fimto, A es acotado. (3) Si A es un subconjunto de [—23, 79], 4 es finito, 
(2) Si A es infinito, A es acotado. (4) Si A es un subconjunto de [| - 23, 79], A es no acotado. 


47, 
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Respuestas a los problemas propuestos 


AEUAAVY. DEE, FL 15 16 V 171,181 F, 19 FE, (10) Y, di F, (12) Y 


(0) 0 y? 12) 0, Z.N yP. 
0 Byc 12) €. (3) A.ByC. 


() Cierto a veces. (3) Siempre cierto. (5) A veces cierto, (7) A veces cuerlo. 
(2) Nunca cierto, - 14) Nunca cierto, (6) Siempre cierto. * 48) Siempre cierto 


Derby (2) rr <4d (38) rg (4) r=t 

1D AA DS AS 5 (60 (M< (B)> 

de sn  horh<a (28) r<y (1 -R<r<-—5 

1D3 211 93 (b-2 05)7 (60 174 (8,6 (914 


UNAS (3) —3=<r<-—2 (5) 1<x<a4 
D —<sr +) (149 SS 21a< 2 16) -1<r<4 
1 8 0 Xx Ds Al A A, 2 


O G (2 r-5 3 IO A ES 


Como « < b.h — aes posmwvo Como e es negativo, el producto (h — ale = he — ac es también negativo; luego 
ac — be es positivo, es decir, he < ac. 


APR E SSL C tr A 
DS O o D A E 
Des un intervalo abuerto y Bes un intervalo cerrado. 
A — O 
4 -3 -2  -1 1] 1 2 3 4 "d 3 -2 -1 0 1 2 3 
4 lo repmiado C lo repiniado 
a o * 
-4 -2 2 -—1 0 1 2 3 4 +A -—3 2 1 0 1 2 3 
B lo repintado D lo repintado 
R + ]-x.21S= Jol.a[.P=]-x<.-2 
A o e 2H — 
4 3 -2 1 n 1 2 3 4 
R lo repiniado 
A O E O ES, ES SE 
s -2 -2 -1 0 1 2 a 4 
$ lo repintada 
AA——-_—_ _—_ —z2L= >>> 
4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 
Fla repintado 
AJB-[ 4.6 4AUC=]- x. 2. BUC=]-x, 6l. 
AA 4ancC = [-4. 11 Banc = 1. tl E 
AB  -34 1) A-C=)1. 2 B-C=]1. 6. 
B 4-(é C-A=]-x*.-4. C-B=]-0w, -1] 
Estilo,  Acotado. G=- 1414... Acotado. 
F-'3,9 23731, .... Noacotado, = (1,2,3,.... 2574, 2575;. Acotado 
(4) Siempre cierta. (2) Cierta a veces. 43) Cierta a veces, (4) Nunca ciería 


Capítulo 4 


Funciones 
DEFINICION DE FLNCION 


Si a cada clemento de wn conjunto A se le hace corresponder de algun modo un elemento unko 
de un conjunto B, se die que esa correspondencia es una furion Denotando csta correspondencia 
por f. se escribe 

FAB 
que se lee «f es una tuncion de 4 en B». El conjunto 4 se llama domuno de de fuucion* de la huncion /, 
y B se llama codonunwi de f Por otra parte, s1 «e 4 eb elemento de B que de corresponde a «se llama 
imagen de a y se denota por 


fta) 
que se lee «f de «1» 
He aguí unos cuantos ejemplos aclaratormos de lunciones 


Ejemplo 1-1: Sex / et hacer corresponder y cada numero reabosu cuadrado, esteos Par + cada Quero real 
ases fir) = Y Domunta de definicion y ¿odomimio de f son ambos dos numeros reales, de 
modo que se puede escribar 

RR 


La mmagen de — 3 cs 9: se puede esermbir tambien 31 - YD of -3 

Ejemplo 1-2: 5ca / cl asignar a cada pars del mundo su vrmdad capital Aqui el domina de / es el conjunto 
de paises del mundo: el codominio de f es el conjunto de ciudades caprtales del mundo Lu 
magen de Francia es Paris, 0 sea que fil rancia) = Parts 

Ejemplo 1-3: Sean A = ja,b.c.d] y B= ¡a.h. 0). Delinase una funcion f de 4 en 8 por la vorresponden- 
cla fa) =b, fib)= e, flo) = e y fidi - bh Segun esta delinición. la imagen por ejemplo 
de htre 

Ejemplo 14: Sea 1 < 1.1; Seca f ta funcion que hau vorresponder a cada nuncio? tas onal de A el 
numero |, y a cada numero irracional de R eb numero - 1 Entonces f Ro 4,3 f se delim- 
Mi ponosamente 

f Exa es riscional 

1-1 SA Es IE 


Ejemplo 1-5: Scan 4 = fa. b.c.diy B- lx. v.zj.yf A => Bla definida por el diap3 ama 


fi) = 


>>] 


ÓN 
VERA 


+ En lo sucesivo se dira simplemente domimtw en vez de domimo de dehinicion cuande no hara peligro de confusion 

1 La nomenclatura mas generalizada hoy en dia es esta 

lados dos conjuntos A, de «partida», y 8, de «Hegada», se Mama funcion [de A en E do que se emrihe f 4d + Bo una re 
lación que vincula a un elemento re A un elemento único p£ B Este elemento 12 8 se due que «corresponder dl ar A y 
se llama imagen del x por la tuncion f, cosa que se mdica escribiendo + > $013 


El conjunto 4 de los elementos 1; 4 que tienen imagen en B se lama Lomo de defrijonas de la Lina fs ss claro que 
YC A, en caso de ser A = A se duce que la función es una aplicación de A en 8 
El conjunto Y de +05 chementeos 1 2 B que son imagen de elementos 15 4 se lama dunetra de merry aa 


toque FC Bs: Bes un conjunto de numeros se dice can preferencia que Y es el dormia de valores de f 

Dominta de defmacion es pues do que se llama domo a secas en das obras anglesas domar? conta de degáada 
es dll el codominto (10 domain) en tanta que el doma de imagenes o de vatores es el llamado ambito» trans) en estos ld 
bros Las funciones invectivas se decian antes bunivocas (one-one) calla ión hor abandonada por Boaorresponder hranivoca 
« un sustantivo, lo que sí ocurre con myectiva, que corresponde a mveccion las sabreyecinas se amaban tuno ones sobre lonto», 
con el qusmo inconveniente La nomenclatura expuesta en esta nota es bourbahista y es recomendable per sa prevss an No vhs. 
tante lengase en cuenta lo dicho agur al leer obras inglesas o alemanas anteriores a 1955 La palabra aplicar on. par ejemp.o 
la usan algunos indistintamente con la palabra función: otros reservan función para las aplicaciones numericas 
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Obsérvese que las funciones de los Ejemplos 1-1 y 1-4 vienen definidas por fórmulas característi- 
cas. Pero no siempre tiene que ser asi, por lo quese ve en los otros ejemplos. Las reglas de correspon- 
dencia que definen las funciones pueden ser diagramas como en el Ejemplo 1-5, pueden ser geográficas 
como en el Ejemplo 3-2. o bien, cuando el dominio es finito, la correspondencia puede ser enunciada 
para cada elemento del dominio, como ocurre en el Ejemplo 1-3. 


APLICACIONES, OPERADORES, TRANSFORMACIONES 


Si A y B son conjuntos en general, no necesariamente conjuntos de números, se dice por lo común 
que una función f de Á en B es una aplicación de A en B; y la notación 
a f:A=B 
se lee entonces «f aplica A en B». Se puede simbolizar también una aplicación, o función, f de A en B por 


ALB 
o por el diagrama O) f ! O) 


Si dominio y codomimo de una función f son el mismo conjunto, por ejemplo, 


Ff:A=>A 
es frecuente entonces llamar a f operador 0 transformación sobre A. Como se verá luego, los operadores 
son casos especiales importantes de funciones. 


FUNCIONES IGUALES 


Si f y g son funciones definidas en el mismo domunio D y si fla) = gla) para todo a € D, entonces 
las funciones f y g son iguales y se escribe 
feg 
Ejemplo 2-1: Sea f(x) = x7. siendo a un número real. Sea g(x) = v?, siendo 1 un número complejo. En- 
tonces f no es igual a 2. pues tienen dominios diferentes 
Ejemplo 2-2: Sea la función f definida por el diagrama 


Sea ahora una función £ definida por la fórmula g(x) = *?, siendo el dominio de £ el con- 
junto 11, 2). Entonces f = g. pues ambas tienen el mismo dominio de definición y tanto f 
como g asignan la misma imagen a cada elemento del domino. 

Ejemplo 2-3: Seanf R=Ryzx.R >» R. Supóngase que f está definida por fla) = y? y que q lo está por 
gr) = y? Entonces f y g son funciones iguales. es decir. f= g Observese que x € 1 50h sim 
plemente variables mudas en las fórmulas que definen las funciones. 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION? 


Sea f una aplicación de A en B, es decir, sea f: 4 > B. No es preciso que todo elemento de B sea 
imagen de un elemento de 4. Ahora bien. el conjunto de los elementos de B que son imágenes de un 
elemento de A por lo menos. se llama dominio de imágenes? de f. Se simboliza el dominto de imágenes 
de f: A=> B por f14) 


Es de observar que /(4) es un subconjunto de B. 


Ejemplo 3-5: Sea da función f R-+R definida por la fórmula ftx) — +2 El dommtw de imagenes de f 
es el conjunto de los números positivos y el cero. 
Ejemplo 3-2: Sea: A —» B la función del Ejemplo 1-3. Entonces fí4) — bc 


+ Cuando el codominio es un conjunto de numeros se de con preferencia domino de valores 
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FUNCIONES INYECTIVAS+ 


Sea f una aplicación de A en B. Entonces f se dice ímiectira sí elementos distintos de B correspon- 
den a elementos distintos de A, es decir, si dos elementos disuntos de A tienen imágenes distintas, Dicho 
brevemente, f A — B es inyectiva si fla) — f(a') implica a = a, o lo que es lo mismo, 51 4 + q 1m- 
plica fla) + fía). 

Ejemplo 4-1: Sea la función f R >» R definida por la formula f(x) 1% f no es invectiva, pues f(2) = 
fi—2) = 4, o sea que dos números reales diferentes. 2 y —2. tienen la misma imagen. el nú- 
mero 4 

Ejemplo 4-2: Seca ia funcion / R >R definida por la fórmula fix) 4! f es una aplicación inyectiva 
puesto gue los cubos de dos números reales distintos son distintos ellos mismos. 

Ejemplo 4-3: La función f que asigna a cada pais del mundo su ciudad capmal es myentiva, ya que pases 
distintos henen capitales diferentes, es decir, ninguna ciudad es la capital de dos paises di- 
ferentes. 


FUNCIONES SOBREYECTIVAS+ 


Sea f una función de A en B. El domimo de imágenes f(4) de la función f es un subconjunto de B. 
esto es. FÑAJC B.Si f(4) = B. es decir, sí todo elemento de B es imagen de al menos un elemento de 
A. se dice entonces que «f es una función sobrerectaa de A en B» o que f es una función de A sobre Bp, 
o bien que «f aplica A sohre Bv. 

Ejemplo 5-1: Sea la función f: R—= R definida por la fórmula fíxf= 1% f no es sobreyectiva porque los 
numeros negalivos no aparecen en el dominio de imagenes de f, esto es ningun numero ne- 
gativo cs cuadrado de un número rea! 

Ejemplo 5-2: Sca f* 4 — 8 la función del Ejemplo 1-1 Notese que f(4t- A: Como B- (aba Se 
el domimo de imágenes de f no es igual al codomunio, es decir. f no es sobreyectiva 

Ejemplo 5-3: Sea f: A —= B lu función del Ejemplo 1-5. Nótese que 

NA) = dial = B 
ato es, que el domimo de imagenes de / es igual al codomemo B Asi pues. / aplica 4 sobre 
B. o sea que fes una aplicación sobreyectiva 


FUNCION IDENTICA 

Sea A un conjunto cualquiera. La función f : 4 » A. definida por fla) -- 1,0 sea la función f que: 
hace corresponder a cada elemento de A el mismo elemento. se llama función idéntica o transformación 
identica sobre A. Se la denota por | o también por 1,. 


FUNCIONES CONSTANTES 


Una función f de A en B se llama función constante sí a cada elemento de 4 se le dstgna el mismo 
elemento he B. O dicho de otro modo: f : A —= Bes una función constante s: el dominio de imágenes 
de f consta de un elemento solamente. 


Ejemplo 6-1: Ses / la funcion definida por el dragrama id 


f no €s entonces una función constante. pues el dommio de imagenes consta de los dos ele- 


mentos 1 y 2. 


Ejemplo 6-2: Sea f la función definida por el diagrama 
f es una función constante, puesta que 3 se le hace corresponder a todo elemento de A. 


+ Vease not prelmmar, 
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Ejemplo 6-3: Sea f: R >» K definida por la fórmula f(x) = 5: fes una función constante, ya que a todo 
elemento le corresponde 5 


FUNCION PRODUCTO COMPOSICIÓN 
Sea f una función de A en B y sea g una función de B, el codominio de f, en €, como se ilustra en 


seguida: 
O, 


Sea a £ A; su imagen fía) está en B. que es el dommio de definición de £. De acuerdo con esto, se puede 
encontrar la imagen de f(a) por la aplicación g. es decir, se puede hallar g(f(a)). Asi se tiene, pues, que 
a cada elemento a £ Á se hace corresponder un elemento g(f(a)) e C. En otras palabras, se tiene una fun- 
ción de A en C Esta nueva función se llama función producto composición, o simplemente función pro- 
ductot de f y y y se denota por 

(ref o (9f) 
Más brevemente. si $: 4 > B y g: B>C, se define una función (g f): 4 =C por 

(g0ofMa) = gífia)) 
Se usa aquí = para significar «igual por definición». Ahora se puede completar el diagrama: 


O f e Y ( 
wep 


Ejemplo 7-1: Sean f: 4. B y g : B= C definidas por los diagramas 
A f B y E 


E 


Calculando (g f): A —= C por la definición: 
loo fia) = gia) = gin 
luofib) = guión) = gi) 
geo = guie) sun 

Nótese que la función (e f)es da a «seguir la flecha» desde 4 a C en dos diagramas 

de las funciones f y y. 

Ejemplo 7-2: A cada número real hágasele corresponder por f'su cuadrado, es decir. sea f(x) = 1? Ahora 

a cada número real hágasele corresponder por g esc musmo súmero más 3, es decir, sen 

gíx)= x + 3. Entonces 

(fagua) = fipt2h £5) 25, 
tg-12) = ptfi2) gin) 1 
Nótese que las funciones producto ig < f) y (f y) no son la misma función, Calculando una 
Sórmula genera) para estas funciones producto resulta: 
TA IT E E E 
ig fied se gia - gue) - 443 
Observación 4-1: Sea f: 4 —> B. Entonces 
lnuof =f y folia=f 
o sea que el producto de cualquier función y la función idéntica es la función 
misma. 
+ O función compuesta, preferentemente. 


hh It y 
WoW a 
t 


y 
py 
ru 
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ASOCIATIVIDAD DE PRODUCTOS DE FUNCIONES 


Seanf:A »Bg B>Cyh:C »D. Entonces, como E iaa en la fi 4-1. 52 pueden for- 
mar las funciones producto lg /10:4 »>C, y lah te f): 


0000 


. o A 
Fig. 4-1 


Asimismo, como se ilustra en la Fig. 4-2, se puede formar la función producto ez B-» D y luego 
la función (h g) f:4=>0D 


Di To Y 


E > 
Fig.4-2 
Ambas h0 (28 /) y (h ex) 0/ son funciones de A en D. Un teorema fundamental sobre las funciones 
afirma que estas funciones son iguales, 4 saber: 
Teorema 41: Sem ? A>B.yg:B>C y h:iC=PD, |ntenvos 
(hogjof = holgof 
En vista de este Teorema 4-1. se puede escribir 


hoyof: A > 1) 
un mngún paréntesis 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION 
Seu funa función de A en B. y sea be R. Entonces la imviven recipreca de h, que se denota por 
f *1(b) 
consiste en los elementos de A que están aplicados sobre h. esto es, de aquellos elementos de A que tienen 
a h por imagen. Dicho más brevemente: si f: A —> B. entonces 
FfU(b) = tr] rea, f(x) = 
Nótese que f *(b) es siempre un subconiunto de A. Se lee o >" 
Ejemplo 8-1: Sca la función f: A -—+ B definida por el diagrama 


A + ñ 


Entonss Ei (x) = [b, el, pues tanto h como e tienen a 1 por imagen Asi también, 
f7* (y) = [a]. ya que solo a se aplica en y. La reciproca de 2. f ' z1 es el conjunto vacio 
. ya que ningún elemento de A se aplica en -. 

Ejemplo 8-2: Sea / R »R, siendo R los números reales. definida por la formula fx) = 1%. Entonces 
J"' (8) - 12, —-2], puesto que 4 es la imagen de 2 y de -2 y no hay otro numero real cuyo 
cuadrado sea cuatro, Nótese que f *(—3)= Z. ya que no hay elemento de R cuyo cue- 
drado sea —3, 
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Ejemplo 8-3: Sea f una función de los números complejos en los números complejos. estando f defimda 
por la fórmula fix) = x?. Entonces f"*( 3) - 3 E = YE 11. ya que el cuadrado de cada 
uno de estos números es — 3 
Es de notar que las funciones de los Ejemplos 8-2 y 8-3 son diferentes a pesar de que estén defins- 
das por la misma fórmula. 
Generalizando ahora la definición de recíproca de una función. sea f: 4 + B y sea D un subcon- 
junto de B, es decir, D CB. El conjunto de los elementos de A que se aplican sobre algún ejemento de D 
es la reciproca de D por la aplicación f y se denota por f”'(D). Más brevemente * 


Ff UD) = [rx | re A f(x) D; 


Ejemplo 9-1: Sea la función f: A + B definida por el diagrama 
A B 


A 
Aqui f ? (ir, s)) = (v). ya que solamente | se aplica en r os. Del mismo modo f7 Ur, 0) 
[x, y. 7) = A, pues todo elemento de A liene por imagen 7 0 1. 


Ejemplo 9-2: Sea /: R — R definida por fx) = x?, y sea 
D = (490 = fx , 4=x-" 9 


> 


ISS 


FUD) = 4er! 332" -202"2*3) 
Ejemplo 9-3: Sea f* A — B una función cualquiera. Aquí f"' (8) = A, pues cada clemento de A Uene 
su imagen en 8. Si (4) designa el dominio de imágenes de la función f. entonces 
FUMAN = A 
Además. si be B. entonces 
F 0) = (tb) 


Aqui /7* tiene dos sentidos: como recíproca de un elemento de E y como reciproca de un 
subconjunto de B. 


FUNCION RECIPROCA 

Sea f una función de A en B. En general. f” *(b) puede tener más de un elemento o aún ser el von- 
junto vacio (%. Ahora bienasr. Ls 4 —-B-eseauna función inyectiva y sobreyectiva, entonces para cada 
be B, la recíproca f” '(f) consta de un sofo elemento de A. Se tiene entonces una correspondencia que 
asigna a cada he B un elemento único f” '(h) de A. Asi que, entonces. f ' es una función de Ben A y 
se puede escribir: : fu B>-A 
En este caso, cuando /: A > Bes inyectiva y sobreyectivat, f7 | se llama la función reciproca de la / 

Ejemplo 10-1; Sea la función f: 4 — 8 definideeporel diagrama >. 
A F B 


Nólese que f es inyectiva y sobreyectva. Por tanto. existe f *. la función recíproca. Se des- 
enbef”?:B —= A por el disgrama 


B fo A 


A 


+ La funcion f se dice entonces biyectiva. 
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Nótese además que si se ponen las flechas en la dirección opuesta en el primer diagrama 
de f se tiene precisamente el diagrama de f !. 
Ejemplo 10-2: Sea la función f : 4 —= 8 definida por el diagrama 


A F B 
Hh— 
Como fla) = 1 y fle) = y. la funcion f no es inyectiva. Asi que la función recíproca pa) 
no exste. Como f7? tr) = la. e] no se pueden asignar a y « al elemento ye B 


Ejemplo 10-3: Sea / R— R. definida por fiv) - 1? Notesc que f es myectiva y sobreyectiva. Por tanto, 
1 :R=R existe. Se tiene ciertamente una fórmula que define la función recíproca, 


Finis a. 


TEOREMAS SOBRE LA FUNCION RECIPROCA 


Sea una función f: A + B que tiene una función recíproca f”* : B—= A. Se ve entonces por el 
diagrama 


Yeh 


que se puede formar la función producto de composición (f” ' - f) que aplica A en A, y se ve por el 
diagrama 


( 


que se puede formar el producto de composición (f f”*') que aplica Ben B. Los teoremas fundamen- 
tales sobre la función recíproca son: 
Teorema 4-2: Sca la función f: A B inyectiva y sobreyectiva, o sea que la función reciproca 


"1: B=A existe. Entonces el producto de composición 


(f*of:A>A 

es la función idéntica sobre A. y el producio de composición 
(fof):B=B 

es la función idéntica sobre A. 

Teorema 4-3: Sean /. 4>B y g: B> A. Si la función producto de composición (2 -f): A => A es 
la función idéntica sobre A y si (f 2): B= B es la función idéntica sobre B, g es la . 
función recíproca de f, es decir, g = f !. 

Ambas condiciones son necesarias en el Teorema 4-3, como se ve en el 


Ejemplo M-1: Sean A = lx, y] y B = la, h, c!. Definida una función f: A — B por el diagrama (a) que 
sigue, 


definase una función g : B + A por el diagrama (6) anterior. 
Calculando ahora (g f): 4 => A. se liene 

197 JfMx) - gUeD - gd = - A IC CO 
Por lanto, la función producio (g : f) es la función idéntica sobre 4. Pero g no es la función 
reciproca de f porque la función producto ([f - g) no es la función idéntica sobre B, ya que 
f no es una función sobreyectiva. 


OT A 
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Problemas resueltos . 


DEFINICION DE FUNCION 
1. En los diagramas que siguen, decir cuándo se define o no una función de A = (a, hb, cj en 


AA 
> ; a 
FO) e” 
db (2) » 3 
Solución: 


(1) No. Al elemento hz 4 no k corresponde nada 


(2) No Al elemento cz A le corresponden dos elementos, x y 7; y en una función, a un elemento del dominio 
solo le puede corresponder un elemento. 


(3) Sí En una fancron bien puede el mismo elemento del codominio corresponder a mas de un elemento del 
domimo 


2. Dar una fórmula para definir las siguientes funciones: 
(1) A cada número real asignarle por f, su cubo. 
(Q) A cada número real asignarle por f, el número 5. 
(3) Hacer corresponder a todo número positivo por f, su cuadrado, y a los otros números rea- 
les por f, el número 4. 
Solución : 
(1) La función /,. que es una aplicación de R en R. queda definida por f, (1) = x%, 
(2) Como f, atribuye el 5 a cada número, se puede definir por f, (x) = 5. 
(3) Ya que hay dos correspondencias diferentes para definir f,, se define /, asi: 


e siz>0 
fla = (: siz=0 


3, ¿Cuál de los enunciados que siguen es diferente de los otros y por qué? 
(1) f es una Función de A en 8. (2d) f:ix—=fix) -(5) /f es una aplicación de 4 en B, 
(2) /:Al>8, (4 ALB. 
Solución: 


(3) es diferente de tos otros. pues no se dice allí cuál es el dominio y cual el codominio, en tanto que en 
todos los otros se declara que Á es cl domimo y que B es el codominio. 


4. Definida una función en el intervalo cerrado —2 =<x <8 por f(x) = x?, averiguar 
(19/68), (2) $1-3), (3) f1£ — 3). E 


Solución; 


(1) FA) = 4? = 16 

(21 f(—3) carece de sentido, es decir, no está definida porque —3 no está en el dominio de la función, 

3) e 31-14 3 — P— 51 +09, Pero esta fórmula es cierta solamente cuando / — 3 pertenece al do- 
mimo, es decir. cuando —2<1/-— 3J=<8. O sea que £ debé cumplir 1 <1f <1!| 


5. Sea la funcion f: R > R definida por 


a 1 six es racional 
HA) = 41 si vesirracional 
(a) Expresar f verbalmente. (b) Hallar f(J); f(x), £Q,1313.-..) y £(/2). 


Solución: 
(a) La función f asigna el número 1 a todo número racional y el número | a todo número irracional. 


"CAP 4] FUNCIONES 53 


(6) Como y es racional. f(4) = 1. Siendo x mracional. fix) - —1. Como 2.1317 es ¿n decimal periódico. 
que representa un número racional. f(2,1313. .) = 1. Y como E es irracional, fI./2) = 1 
6. Sea la función f: R + R defimda por 
¡Su TS A 
AOS E A IS 
243 ur< 2 
Hallar (a) f(2), (6) $14). (0) S(—1). (d) f(—3). 


2) 


Solución : 

la) Como 2 pertenece al intervalo cerrado [-2, 3] vale la fórmula fix) 4%. 2 439 que fr) 2? 
LA 

16) Como 4 pertenece a (3, 00), vale la fórmula f(x) = 3x — 1. Asi que f(4) = M4) | = 12 - 1= 41 

() Comu J esta en el mtervalo [2,3], se aplica la formula fia) 1% 2 Hecho el cálculo, A 1) 
(15503) A E 

(«1 Siendo 3 menor que - 2. - 3 perteneccal ] +7, 2[ y se aplica la fórmula £t19 71 + ? Asi que enton- 


cen f[(-3)>= A-D)4 3= -64+3= -3 
Nótese que solamente se ha definido una función f aunque se utilicen tres fórmulas pura delimir a f No se 
ha de confundir formulas con funciones. 


7. Sean los conjuntos A = fa. h,cj y B= 11,0; ¿Cuántas funciones diferentes de + en B hay y cuá- 
les son? 
Solución: 
Representando con diagramas todas las funciones posibles de 4 en B se liene asignando a cada elemento 
de A el lo cl 0, pero no los dos: 


fa 
Hay ocho funciones 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION 
8. Sea A=J1, 2,3. 4, 5). Definir una función f: A > A por el diagrama 


A 
== 


¿Cuál es el dormnio de imágenes de la función f? 
Solución: 

El domim:0 de »mágenes consta de todos los puntos imagen Como solo los números 2, 3 y 5 son imágenes, 
el dominto de imágenes de f es el conjunto 12, 3, 5). 
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9. Con W = Ja, h, e, d). definase una función fde Wen W por fla) = a, f(b) = c, fte) — a, ftd) — a. 
Hallar el dominio de imágenes de la función f: W => W. 
Solución: 
Como el domine de imágenes de / es el conjunto de elementos que son imagenes y solamente « y € apare 
cen como ¡mapenes de elementos de M”. entonces el domino de imágenes de f es ¡a. e! 


10. Sean Y '-2, —1,0,3, 2! y la funcion g: 1" > R definida asi 
ala) = +1 
Hallar el dominio de imagenes de g. 
Solución: 
Calculando la imagen de cada elemento de $": 
gg 2 - 12$+1 2 44+1=5 
gi) = —-1yY+1= 141 = 2 


£10) HOP 0+1=a1 
gd) = (+1 = 1+1 = 2 
y(2) (211 -41+1= 5 


ast que el dominio de imágenes (o de valores) de g es ebconjunto ¡5 2,1,2.5/ es decir. el comumo (5, 2 1 


1. Cada una de las siguientes fórmulas define una función de R en R. Determinar el dominio de valo- 
res de cada una 


(DO fr) = 2, (2) g(r) = una, (3) h(x) | 
Solución: 
11) Todo numero real a nene raiz cúbica real ,/ a: luego 
Five) = (Var = 4 
Es decir, el domimo de valores de f es todo el conjunto de los numeros reales. 


(1 El seno de tudo numere real pertenece al mtervalo cerrado [1,1] O ses que todo numero de este mtes 
valo sera el seno de algun numero real En consecuencia, el dominio de vatores de g es el antervalo 11] 


(3) Sumando E al cuadrado de todo numero real se tiene el conjunto de los numeros mayores a Iguales que ) 
O sea que el domimo de valores de /1 es el intervalo infinno [I, x[. 


FUNCIONES IGLALES 
12. Sean las funciones f,. fa. fi. fa de R en R definidas asi: 
(a) fir) = a? (o) fiíz) = 2 
(1) felind = y (dy) fí asignado a cada numero real e cuadrado 
Entre estas funciones, ¿cuáles son iguales” 
Solución : 


Todas son jguales entre 1 Las letras son simplemente variables mudas. Cada funcion asugna el mismo n. 
mero a todo numero real 


13. Scan las funciones f. g y h defimdas por 
(a) fix) = 2 donde 0- +. 1 
(0) gm - y donde 2= y 8 
(0) ko - ¿2 donde zeR 
¿Cuáles de estas funciones son iguales? 
Solución: 


No las hay iguales. Si bien se enuncian las mismas correspondencias. los dominios son d.Jerentes Así que 
las funciones son distintas. 
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Ln 
a 


FUNCIONES INYECTIVAS 


14, 


16. 


17, 


Sea A—= 4.b.eode y Bel conjunto de letras del alfabeto Definidas las funciones f, gy h de 
á en B por: 


11) Ha) SY, 110) 4, Htojp-8. 10d) SY fioi=« 
(2) gl) a aby er poda, al os 
3) Ha  2ohhb has: db dez: 


Decir si son o no imyectivas. 


Solución : 


Téngaw en cuenta que para und función ser inyectiva. “distintos elementos del dominio han de tener dis- 
Uintas imagenes 
(1) f noes inyectiva puesto que asigna r tanto u « como y el, es decir, feel = Med) = 
(21 ges inyectiva, 
(31 hno es myectiva porque hia) = hiel, 


Entre las siguientes funciones, decir cuáles son inyectivas y cuáles no. 

(1) A cada persona que vive en la tierra asignarle el número de sus años. 

(2) Á cuda pais de! mundo hacerle corresponder el número de sus habitantes, 

(3) A todo libro escrito por un solo autor, asignarle el autor. 

(4) A todo país del mundo que tiene primer ministro, hacerle corresponder su primer ministro, 


Solución: 


11) Muchas personas tienen la misma edad, asi que esta función no es inyectiva. 


(2) Si bien es posible que dos países tengan la misma población, lus estadisticas muestran hoy que esto no es 
úusi: así que esta función es inyectiva. 


(3) Dos hibros diferentes pueden ses del mismo uutor, asi que esta función no es inyectiva, 
(4) Dos países distintos no pueden tuner el mismo primer ministro: la función es inyectiva 


Sean A = [-1,1]= /x|-1 <x <1).8=[1,3]yC = [-3p1]. Sean las funciones f, : 4=R, 
R:B=RyJ,:C = R definidas así: A'cada número le corresponde su cuadrado. ¿Cuáles son 
inyectivas? 
Solución : 

La funcion f, : 4 — Rno es inyectiva porque £ (4) =f, (— 4) 0 sea que dos números distintos del dominio 
tienen la misma imagen. + 


La función /f,:B8=ÑR es inyectiva porque los cuadrados de números positivos diferentes son 
diferentes. 


Igualmente, fy * € + R es inyectiva porque los cuadrados de números negativos diferentes son diferentes, 


Mótese una vez más que una fórmula por sí misma no define una función Ya «e ha visto que la misma 
formula define finciones distintas con propiedados diferentes. 


Hallar el intervulo «más amplio» D en que la fórmula f(x) = y? define una función inyectiva, 


Solución: 


En tunto que el intervalo D contenga bien números positivos, bien números negativos, pero no de ambos, 
la función sera inyectiva. Así que D puede ser el intervalo infinito [0, «[ oel ] x.0]. Pueden darse otros 
intervalos mfinitos en los cuales f sea inyectiva, pero serían subconjuntos de alguno de estos dos 


¿Puede ser inyectiva una función constante? 


Solución ; - 
Si el dominio de una función consta de un solo elemento, la función será constante e inyectiva. 


S6 


FUNCIONES [CAP. 4 


19, ¿Sobre qué conjuntos A la función idéntica 1, : A —> A es inyectiva? 


20. 


Solución: 
A puede ser cualquier conjunto. La función idénuca es siempre inyectiva. 


En el Problema 7 se enunciaron todas las funciones posibles de A — ¡a.b,c] en B- “1.0; De 
estas funciones, ¿cuáles son inyectivas? 


Solución: 
Ninguna lo es En cada fonción, por lo menos dos elementos tienen la misma imagen 


FUNCIONES SOBREYECTIVAS 


21. 


» 22, 


Sea/' 4 » B Haltar /14), es dectr. el dominio de imágenes de f, sí f es una función sobreyectiva 


Solución : 
Si / es sobreyectna, entonces todo elemento del codominio de f perlenece al dominio de imagenes, asi que 
NA] = B 


En el Problema 8, la función f: A —> A ¿es sobreyectiva? 


Solución: 
Los numeros ] y 4 del codomimio no son imágenes de ningún elemento del dominio, por tanto, f no es una 
función sobreyectiva O lo que es lo mismo, f(4) = |2, 3. 5; es un subconjunto propia de A 


Sea A = [-1, 1]. De las funciones f, g y h de A en A definidas por: 
(10/00) =x, Deo) =x, (3) Ax) = sen x 
¿Cuál es sobreyectiva, sí la hay? 


Solución : 
(1) Como en el domimo de valores de f no hay ningún numero negativo, entonces / no es funcion sobreyectiva 


(2) La función g es sobreyectiva, esto es, gl4) = A. 
(3) La función h no es sobreyectiva, pues en 4 no hay ningún número + lal que sen 1 1 


¿Puede ser sobreyectiva una función constante? 


Solución : 
Si el codominio de una función f consta de un solo elemento, entonces f es empre una función constante 
y €s sobreyectiva 


¿Sobre qué conjuntos 4 será sobreyectiva la función idéntica 1, A >» A” 


Solución : 
La funcion identica es sempre sobreyectiva, asi que A puede ser cualquier conjunto 


En el Problema 7'aparecen todas las funciones posibles de A = fa, b,cjen B = '1,0). Entre éstas, 
¿cuáles son sobreyectivas, si las hay? 


Sohución: 
Todas las funciones son sobreyectivas menos f, y fa. 


FUNCIONES PRODUCTO DE COMPOSICION 


27. 


Sean las funciones f: A=>B y g: BC definidas por el diagrama 
F 


ENEA 


_S 
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(a) Encontrar la función producto lg /): A =C. 
(h) Encontrar los dominios de imágenes de f. y e f. 


Solución: 
la) Mediante la definición de la función producto se obtiene: 
192 ÍfMe) = gifia) = gun = f 
go Hb) < gif + gia a 
19“ Mel = añ < gp <= t 
Obsérvese que se llega al mismo resultado «siguiendo la flecha». 
da E 
boro?» 


(A) Según el diagrama. el dominio de imágenes de f es ¿v. 1! y el de g es ir. s, 11. Segun 14), el dominio de 
imágenes de g fes/s, 1] Nótese que los domimos de imágenes de e y de 249 / son diferentes 
28. Sea A-— (1.2, 3. 4, 5) y sean las funciones f: 4> 4 y 2: A > A definidas por: 
NY =3, f(2)=5, f(3)=3, f(4) = 1, f(5) = 2 
g91=4, «(2=1, 943)=1, g4)=2, g(b) = 3 


Hallar las funciones producto de composición feg y gef. 
Solución: - 
Por la definición de producto de composición de funciones se tiene: 


Poni) = Fla) — fU4) = 1 
Ue gl2) = figi2) — FI) = 3 
YU og) = FigI3) = f() — 3 
Fog M4) fi) — f(2) — 5 
Peg) = FS) = f(3) = 3 
Asimismo, 
lg 2D = gd) — p(3) —- 1 
(92/12) = gif(2h) — gíi5) = 3 
to 273) - 9UB) = g(3) = 1 
lo 2 DA) = gifidh = ví) = 4 
lg 20715) = gUfi(6N = e(2) — 1 


Se vé que las funciones /8 2 y piBf no son iguales. 


29, Sean las funciones f: R=>R y g: R= R definidas por: 
fx) = 22+1, gx) — 2-2 


Dar fórmulas para las funciones producto g:«f y f g. 
Solución: 
Calculando primero g f:R +R y teniendo en cuenta que de lo que se trata esencialmente es de sustituir 
la expresion de f dentro de la fórmula de g. se tene por la definición del producto de funciones. 
(po fix) = gífiz) = glz+t1M = (21 1-2 = 4xt + 4d — 1 
Tal vez parezca más familiar el proceso definiendo las funciones asi. 
= fl) = 2r +1, 2 — gíy) = 4-2 

y eliminando y de las dos fórmulas: 

2 = 1-2 = (2r-1-2 - 444% 1 


Hay que familiarizarse con el primer método, pues es necesario terier en claro que y es solamente una variable 
muda. Calculando ahora f. g:R =R: 


UocgKod = fiatzh) = fo—-2) = Ar 23+1= 22* — 3 


5 
E 


31, 


32. 


FUNCIONES , [LAP 4 


Sean las funciones f y g sobre los números reales R definidas por 
Nx) = 4 2x - 3, g(1) = 3x - 4 
(1) Dar fórmulas para las funciones producto g f y f g. 
(2) Verificar las fórmulas mostrando que (gefi2)= g(f(2) y que fagn2) - f(e12)) 
Solnción; 
(D uefa = gio) = yr +2r-3) <= M4 22 B)—4 = dut + 6X - 13 
Homo = Joa) = fBx—-4) = (3-4 + 2(3r-4)-3 = 9at- lr t5 
(2) (9/62) = 3(2y + 6(2) — 13 = 12 + 12-13 = 11 
gu) = 2 +2U2)-3) = gid) = 345) —4 = 
(fe gK2) = 92) — 18(2) +5 = 36 - 364+5 = 5 
figi2)) = A3(Q)-4) = F(2) = 2 + U2)-3 = 


mo 


Demostrar. Si f : 4» B es sobreyectiva y si g : B > C es sobreyectiva, entonces la funcion pro- 
ducto lg f): A—= C es también sobreyectiva. 


Solución : 

Sca e un elemento de €. Puesto que g es sobreyectiva, hay un elemento h e 8 ta) que 215) = « Como tam- 
bién f' es sobreyectiva, hay un elemento «€ A tal que fía) = h. Pero (e fXa) = 2 (a) = £16) = e. Ási, pues, 
para todo « £ (”, queda demostrado que hay al menos un elemento a € A tal que (e fH«a) = « Por consiguiente, 
2 fes una función sobreyectiva, — y > 


Demostrar el Teorema 4-1: Sean /:4>B.2:B=>C y h:C — D: entonces 
h-g)-f=h-=1tg0>f) 
Solución : 
Las dos funciones son iguales sí hacen corresponder la misma imagen a cada ciemento del domunio. eos 
decir, si 
(Aog)ofKzl = (ho (ga fiKz) 
pasa todo x £ A. Calculando, 
l(hog)o fir) = (hogliéf = AtglfM) 


Ú 


y 


(hola fx) = higo la) = AHg(f6o)) 
Entonces 
(hAog)of = ho(gof) 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION 


33. 


Sea A = 1, 2,3, 4, 5) Dada la función f: A — A definida por, el diagrama 


Hallar (1) f7'(2), (2) £7'(3), (3) f7'(4), (49 $ (1,2), (5) f*12,3,4). 

Solución: 

tl) f “ (2) consiste en los elementos cuya imagen es 2. Solo 4 tíene 2 por imagen, así que? * (2) 34, 
(2) $1 (3)= £2. pues 3 no es imagen de ningún elemento del dominio. 

3) f/f "(4 1£,3,5), pues f(1) = 4,113) = 4, fí5) = 4 y 4 no es la imagen de ningún olro elemento 
(4) f ',1,2) es el conjunto de elementos cuya imagen es 1 ó 2; por consiguiente, f *'1,2 - (2,4; 
($) / *12,3,4) = (4, 1,3, 3), puesto que estos números y solo ellos tienen 2, 3 y 4 por imagen 
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q, 


35. 


Sea la función f: R=> R definida por f(x) = x?. Hallar: 

DIOS AD AUA, 1) (4) f (00. 0P), (5) f7'((4, 25). 
Solución: 

y $ *(25)- 35, —- 5!, pues fiS) =25 y fl 5) -25y ningún otro número tiene por cuadrado 25 


2) 1 *1 9)- KZ. ya que ningún número real tiene por cuadrado —9, o lo que es lo mismo, la ecuación 
y? = —Y no tiene raíz real. 


Mf 4 1.1) [—1.1] ya que [x| < 1 tmplica ]x?| < 1, es decir, que sí x pertenece al | 1. 1), entonces 
1) = x? también pertenece al [—1, 17,2 

14) f *1(]-.0)= ¡0;. puestoque0?  0£] >7..0] y mngún otro número tiene su cuadrado enel] x.0] 

15) f * (4, 25]) es el conjunto de números cuyo cuadrado pertenece al [4, 25]. es decir los numeros + tales 
que 4 < 1? < 25. Así, pues, 


f (4,25) = 4 | 2=x*b50 -68x=-2) 


Sea f. A —= B. Hallar f *(/(4)), es decir, hallar la recíproca del domino de imágenes de f. 


Solución : 
Como la imagen de cada ciemento de A está en el domino de imágenes de f, 


FRAN = A 
en todos los vasos 


FUNCION RECIPROCA 


36. 


38. 


Sean /:A +8 y la función recíproca de f. /”'.B-—=A. Diganse dos promedades de la 
función f. 


Sea W=(1,2,3, 4, 5) y sean las funciones f: W— W, g: W —= W y h: W > 4 definidas por 


los diagramas siguientes: 
0 Á 
ES AN ha».* 73 
ao 


¿Cuál de estás funciones. sí las hay. tiene una función recíproca? 
Solución: 

Pará yue una función tenga recíproca, debe ser inyectiva y sobreyectiva. Solamente / es inyectiva y sobre: 
yectiva; ast que fa, y solamente A, tiene función recíproca 


Dado 4 - | 1, 1]. sean las funciones f,. fa. f, y fa de 4 en A definidas por 
1D Ata <= (2) fa) =x%, (3) falx) = sen y, (4) falx) = sen ima 
Decir cuáles de estas funciones tienen O no función recíproca. 
Solución: 
(1) f¡ no es inyectiva m sobreyectiva; así que f, carece de recíproca. 
(2) foesinyectiva, ya que y < y implica v* + y”. f, estambien sobreyectiva. Por tanto. /, ene funcion reciproca. 
(3) f, es inyectiva, pero no sobreyectiva; por tanto, f, no tiene función recíproca 2 
(4) fa nene función recíproca porque es inyectiva y sobreyectiva. 


6 


FUNCIONES [CAP 4 


39. Demostrar Sif: 4 +» Byg:B »C tienen funciones recíprocas f '.B +4yg% ':C >B, 


41. 


42, 


entonces la Funcion producio de composición g f: A —=C tiene una funcion reciproca que 25 
MPa 
a O e E 
Solución : 
Segun el Teorema 4-3, hay que demostrar yue 
| » lago hit CM egolr co 1 
Renterando la aplicación del Teorema 4-1. la lev asoctativa de la composicion de funciones resulta 
a AR preto Motigo >= [> Wy *=01) 11 
frridos = f'ef - 1 
Observese que se utshiza la propiedad de que y ' e es la función adentica y la de que el producto de lo Me 
cion idéntica. y fes f, Analogamente. 
tgenrifiog) - grlirU og" gyrlfof Mg » 
vs MU uu» gurg' = 3 


ScafoR + Rdefimda por fix) - 214 3 Siendo Í myectiva y sebreyectiva. f tiene ana funcion 
reeiproca / R > R Hallar una lormula que defina la función reciproca / 
Solución : 
Sea y la smagen de 1 por f, Entonces 
v=fivi= 2x - 3 
Por tanto, a sera la imagen de y por la función reciproca f '. es decir. 


c=f ? a 
Expresundo q por y en la anlernor ecuacion 
y = dr+ 3,2 
Y entunces M1) = tr + 3)2 


es una Tormuis que define la función reciproca Notese que + es simplemente una variable mudil. asi que 

f * xl = (1 + 3)2 
define también la función reciproca. Además, esta última expresión es preferible por ser 1 la que se acostumbra 
a emplear para definir funciones 


Sea f: R => R definida por fix) = x? + 5. Siendo f inyectiva y sobreyectiva, f tiene Función re- 
ciproca. Dar una fórmula que defina la f”' 


Solución : 
Expresando a porrr= AS o Se ya Y 8 
As que la lunción recíproca es f"!lv)= vr — $, 


Sean A=R- 13 y B=R-|lj. Sea la función f: A => B definida por 


fa = E 


Asi que f es inyectiva y sobreyectiva. Hallar una fórmula para defimr la f 
Solución: 


L 


E Le E 2 

Expresando 1 por r a partir de y = a y se tiene Lan: 
] E : 1 2-31 
Luego la función reciproca pedida es f * (x) - o 


CAP 3] FUNCIONES 


PROBLEMAS DIVERSOS 


43. Seca la funcion f- R += R definida por fix) v% 3x4 2. Hallar: 


44. 


(a) f(-3) le) f(27) . (0) f(2r-3) (m) fx + 1) 

(0) f(2)—f( 4) (N fu-2) (1 1(21—3) + f(x +3) (n) fío + h)-f(x) 
(Y fu) (9) fx +2) (1) f(1*— 3742) * to) [f(x + h) — f(2)1/h 
(d) fla” 12) (243) 0 FU) 

Solución: 


61 


La funcion hace corresponder a cada elemento el cuadrado del elemento menos 3 veces el elemento mas 2 


(la) fi) = (1-3 — 3M-3+2 = 9+94+2 = 2 

16) F(Z2) —- (2. 32)+2"= 0, f(-4) = (4-3 442 = 30.  Entonves 
Ff(2) - f( 4) = 0-30 = -30 

ld) FAN — y -3N+2 = y —3y 4 2 

(dd flat) - (A4yY- HMa)+2 = el — 3a* 4 2 

le) fe) = (1 - 31) +2 => 2-32 42 


(O fe 2) = (y-2- My-2)+2 = y — 2yz + 2 — 3y + 32 +2 
(0 f>R)= (+A UA RAJA Z == 224 2h + KR 3 —3h+2 
(K) fx+3B) = (+8 M2 D)4+2 == (146049) - 3942 = 21043342 


(0 ft2x 3) - (2x—3— 3(2x2-3)42 = 4 — 121 4+9-6+94+2 = 47 — 187 + 20 
(0) Lnando (4) e (1) tencinos 


Fil -3) + f(24+3) = (de* — 18% + 20) + (1 +324+2) = 5x*-— 152 + 22 
(y fa —3r+ 2) = (0 32+2Y — Mot - 3242) 42 = e —62%+ 100! — 30 
(1) fui - fat 32+2) = xl -— Gr” + 10%! — 32 
tm) JU + DD) = Alte+ 1— M4 1) 4 2)) = f([x* + 22 + 1-—3x-— 3 + 2]) 

= fix = (—zx”- Ma—23 +2 > e! - 22 — 2x* + Bx +2 
(n) Para (9), fix+h) — 27 4 2rk + At— 8x — 3h + 2. De donde 

firA A) fix) = (24 2xA + RP 32— 3h +2) — (1? —32 +2) = 2xh + A — Sh 
(0) timpleando 1) tenemos 
[fl + A) — f2)]/Ah = (22h +A*—3h)/hk = 224+ 4-3 


Sean las funciones f: R »R y g: R— R definidas por f(x) = 2x — 3 y 


g(7) 145. Hallar (a) £(5), (b) g(—-3), (c) gtf(2)), (d) F(g(3), (e) gía— D), (f) Mala — 1), 


(9) 9). 1) fotz+ 1D), (1) gloto)). 


Sotación : 
(a) $65) = UB—-3 = 10-38 = 7 
(d) gl-3) = -3Y+5 = 9+5 = 14 
te) 202) — guau) —3[)) = gíl4-3)) = 91) — ("+5 = 8 
(0 FAS) = JUST+5D) = f(9+5)]) = f(14) = 2(14)- 3 = 25 
te) gla—-1) = (a -9+46 = e —20+145= e*—-2a+6 
(A Lisaudo (e) tenemos 

fíple -1) = flar—-22+6) —- Wal 2at6)—3 = La- da +9 
0) UN - plr-3) — (L7-3P +5 = 42? -— 125 + 14 
My figs 1) - fte + 1 + 5)) <= flla?4 22 +14 5)) 

— fié*+20+86) = Uari+ 2 +4 6)-3 = 2*+4x+9 

(W0Mogui0)— g+ 5D) - (74545 at+ 10x* 4 30 
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FUNCIONES [CAP 4 


Problemas propuestos 


DEFINICION DE FUNCION 


45. 


47. 


Decu cuando los diagramas siguientes definen o no una función de (1, 2,3 en ,3 Sub 


¿D) 


Debhnr por uns lormula las siguientes funciones 

(1) Hacer corresponder a todo numero real por f su cuadrado más 3. 

(20 A cada numero real usignarle por g el numero más el valor absoluto del numero 

(0 Atado numero real mayor e igual que Y armbrarle por 4 el numero al cubo, y a cada numero menor o 12untl 
que A atriburrle por 4 el númers 4 


Sea lo funeion / K + Rdelimida porfi da + A Hallar O ALADA A DAN ad 


: la Bxamr”=2 
Sea la función y R —=R detinida por y(<) het A Y 


Hallas (13.265) 42) 2100, (1) gt - 2) 
O O Jetmida por fiar 217 7 Calcular tud Ji 180 16) (00 ai 


o > Y 


Sea la funcion 4 R— R delimda por At) Pa a M0 
AS 9 


Calcular (e1 4630, th 42). de) mM — 15), 1d) hidtS)). es decir, AS) 


Seun Y ='2 Yu Y=11,3,5), ¿Cuantas funciones diferentes hay de Y en Y” 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION 


s2. 


s3, 


Los diagramas siguentes delenen funciones Y e 4 h que aplican el conjunto !, 2.3.4 en mismo 


! 


Averiguar 11) el domino de imagenes de f. (2) el de z. (3) el de A 


Dado Y 10.25 1 Sea la funcion / 18 + R definida por fíx) 14% 1 2 ¿Cual es e) dominio 
de imagenes de /” 


Considerense Jas sem lunciones siguientes 


fi :[-2.2] »R fa: Jo, -5] > R 
f:[0,3] > R fe: [-1,4[ —R 
fi: [-3,0=R fe [5.31 =R 
Si cada funcion viene debida por la misma formula, 
fix) = xy? 


es der. sí cada luncion asigna a cada numero 1 el x?, calcular el dominio de imagenes de (11/ (21. MEA 
(4) fa (5) 45. 16) La 
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5% Dadas tas ses funciones del Problema 54. definida cada una por la formula 
EQ 


o sea que a cada numero y cada función de asigna el ?, encontrar el domimo de valores de 10. CIA. As 
180 La AD E MO) a 


56. Silas Tunesones del Problema 54 se definen por lu lormula 
MES 


hallar el donmnio de imagenes de (10 f,. QA IDA DIS). 161, 


87, Sy las tunciones del Problema 54 se definen por la fórmula 
O 


iveripuar el dominio de imagenes de (1) /,,1421f,. (314.19). 15) f. 161%, 


$8, Scaf: A => 8 Enlo que sigue, ¿que es cierto siempre? 
IMDAAC BAB)7F14) + BANAL BB 


FUNCIONES INYECTIVAS 
59, Seaf:X » Y. Decir entre las condiciones siguientes cuando se dele o no una función Inyeciva 


(1) fía) = (9) implica a — d (Y JU) + 6) implica er h 
(2) a = himplica fía) = fth). (4) a * himphca fa) + fm 


6. Decir de cada funcion del Problema 34 ss es o no inyectiva 
61. Deur de cada función del Problema 55 sí es o no myectiva 
62, Decir de cada funcion del Problema 52 si es o no Inyectiva 


64. Demostrar Sif: A >» Bes inyectiva y 518: B => Ces inyectiva, la hincion producto y f 4 + (Ces inyectiva 


FUNCIONES PRODUCTO 


64. Enel sigmente diagrama se representan las funciones f A >B.g B=4A.h'C > BF RB+OCyU ado 


Decir en lo que sigue cuando se define una función producto, y siendo el caso, determinar sy dominio y su Lo 
dominio 


Des, (Dhof, (Pf, (49Gof, B5)gek, 6) Foñh, (DRheoGog BLA 


$8. Dadas las funciones f. y h del Problema 52, hallar las funciones producto (117 g. (2) / ig g.0sel gi 


66. Sean las Iunciones /[.R +Ryg.R >» KR odelinidas por 
ES a ls E IR gir) Zr-3 
Dar Tórmulas para las funeranes producto (1) fog, (2) g>f, 131) gg, (41 fc 4 


67. Scan las funciones f R +» Ryg'RK + R deinidas por 
ESA gir) at 
Mudar ta) (2 DB), (6) fegH-2), lc) ty 4), (dy (FO GH 
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RECIPROCA DE UNA FUNCION 


68. Seaf Re Retimida por fla) +17 + Has 7 CSL AOL Sn Co dr 
1617 “(0.57 Fa 5,1) 182 Ca] Ss. Sh 
60 Sis R + KE debida por ex) sen ar Hallar to 0 A A A 


PV. Seat 4 > Aver gusrí 01B) 


PROBLEMAS DIVERSOS 
Y, Scar R o» Raebimida portar da 4 4 fs ps avec) y sobresecova Dar ana lermioa que debma / 
TL Scand=R $38 RI Seuf 4 +8 detinida por 
nto te Be" 1) 

Entonces f es inyectiva y sobreyecións Hallar una formula para definir / 

73, Sea H =[0. x[ Dadas las funcione» /. Fo, 4WoWyh Ho +10 delinidas pos 
O A JE OS FI 10 O 

¿Sual de estás tunciones, s1 la hay, €s sobreyectiva ? 

74. Seu lu funcion? R o» RAdebnida por Had = 141 + 1-2 Hallo 


(a) 3) 0d He- 2) ter fr A A AS E LAN: Ah 4 a 
WDESD A) (A fu 2) Ír tt + 6h) AO UY) a SL 


78, Senf: A +-Bx B=Ayg f= |, la función identica sobre 4 Devir que es cierto o falso entre lo que ugue 


MIR (3) f es una funcion imyectiva. (151 g es una función inyectiva 
(2) f es una funcion sobreyectiva. (4) y es una funcion sobreyectiva 


Respuestas a los problemas propuestos 


45. (1) No, (2351, (12) No 


sir > 3 


ENAGE E AS . = 
$6. (1) ft) = 0 taicogiad. y + la dr Aa) CPES 


87. 1193, (2124. (319% 412 4 90? -4i +8: + 3. (4)1 0 Br + 15 

48. (1910, (22,1310 

49. (2) 1. (6) Mo dennido pues 6 no pertenece al dominio de definicion, (() 214 — Bla ls | <1-?7 
%. 140)6. 16129, 4) 19 (4145 

5. Nueve 

A AZ ABE, 

53 (0, -2, 18. $08 


54. (1)[0, 4]. (2) [0, 9]. 13) [0. 9]. (4) (25. of, (5) [0. t6[. (6) [0. 25]. 
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MH (1)[-3.8]. Q)f0. 27]. (3) [-27, 0), (4) ]-—co. —-125], 15)[ —1. 64f, (6) [ - 125, 211. 

M5 (1) [-S, -13, 2) [-3, 07, (3) [-6. —3]. (4) J- o. —-8].(5)[ 4, 1f. (6) [—8. O[.* 

57, (1)[0,8), 12>[4, 10]. (3) [—2, 8]. (4) J-co, —6). 15) [2. 12f. 16)[ 6. SOf. 

SS FACE 

3. (1)Sí, (2) No, (3) No. (4) Si, 

60. (1) No, (2) Sí, (3) Sí, (4) Sí, (5) No, (6) Nao. 

61. Todas son inyectivas. 

62. Sólo g es myectiva 

63. Hay gue demostrar que (2 - fX2) = (g - fM5) implica a = h Sea (g fa) = (2 Uh). Entonces. por la defi- + 
mción de función producto, gifla)) = (z :fMa)= (g SKb)= RUI). Como y es inyectiva, fla) = f(4). y como 
f es myectiva, a = b. Por consiguiente, g » fes inyectiva. . 


64. (1) 2 $:4>A4. (2) No definido, (3) F-f:4>C, (4) No defimdo, ($) g 4:04, (6) F h:iC=C, 
(MDh-G 2.8>B. (0): G:A > B. 


65. 1) Poy 3 9“y 
yw Só 
z - E 
PA] IÑ 
66. (1) (fe glx) = 47? - 6x + 1 dB. (yoaghx) - de - Y 
Deigefíia = 20 + Or -- 1 dde (a ad aloe Gata Jr 4 15 + 6 
67. (a) 10, (b) 16, (c) 65, (d) 624 
68, (10) (-2,2! (3) 13,—3) (6) [e —“ € 3 vd rr: Bl Pto; 
Da ny (A lr 2: .* 2 CB 2 8 


60 (l) (...,-2,—%,0,2,.2%,... = [x x= nx donde ne Z). 
(2) (x[x = (8/2i + 2un donde a £ Z). 
a gg (4) R, el conjunto de todos los números reales. 


Y. FliB=A, 
TM JS lx) (xr - 4,3, 
TZ f(x) (+ xl - 21) 


73, Sato f es sobreyectiva. 


74, (a) 10 (rf) —2 wr 2xh + +5 ny 12,--31 
(3 0 tod yey-2 (A) er 2? — Ze? 3z CTN) 
(0) x*- 3x (DO + 2lrh+Ai+ + h2 0 138,41 


75. (1) Falso, (2) Falso. (3) Cierto, (4) Cierto, (5) Falso. 


Capítulo 5 


Conjuntos producto y grafos de funciones 


PARES ORDENADOS 


Intutlivamente, un par ardenado consta de dos elementos, a y b, por ejemplo, que en el par se des1g 
nan como primero y segundo elementos respectivamente. Un par ordenado se simboliza por 
ta, b) 


Dos pares urdenados le. h) y (c, d) son iguales sí, y solamente si, 4 -- cy b- yd 
Ejemplo 1,1: Los pares ordenados 12, 3) y (3, 2) son diferentes. 


Ejemplo 1-2: Los puntos del plano cartesiano de la Fig. $-1 representan pares ordenados de numeros 
reales 


Ejemplo 1-3: El conjunto (2, 3) no es un par ordenado. pues los elementos 2 y 3 no se distinguen 


Ejemplo 1-4: Puede haber pares ordenados que tengan iguales el primero y cl segundo elementos tales como 
11. 1), (4, 4) y (5. $) 


Observación 5-1: U'n par ordenado (a. h) se puede definir rigurosamente por 
ia. hb; =1 (a), la, bj] 
Segun esta definicion, la propiedad fundamental de los pares ordenados se puede demostrar 


la, b)— (e, d) implica a =c y b-—d 


CONJUNTO PRODUCTO 


Dados dos conjuntos 4 y A. se llama conmunto producto de A y Bel conjunto de todos los pares or- 
denados (e, b) con az A y be B. Se le denota por 


Ax B 
que se lee «A cruz B». Más brevemente 
A» B Ma, by) arA,brBl 
Ejemplo 2-1: Sean4 ¡1.2.3 yB la. hi El producto conjunto es entonces 
A>BH ¡(Le (1,5), (2,0). (2,6), (3,13, (3, bn); 


Ejemplo 2-2: Seca M' - [s. fl Se tiene 
FX Wo - Uzs) (e,0), (1,8), (0, (5 


Ejemplo 2-3: El plano cartesiano de la Fig 5 1 es el conjunto producio de los numeros reales por sí mis- 
mos. es der. Rx R 


El conjuntu producto 4 x B se llama también producio cartesiano de A y B. por el matemático 
Descartes. quien. en el siglo diecisiete fue el primero en investigar el conjunto R x P. También, por 
la misma razón se llama plano cartesiano a la representación de R x R en la Figura 5-1. 
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Observación 5-2: Si el conjunto A tiene » elementos y el conjunto B tienc + elementos, entonces el 
conjunto producto A x B tiene n veces m elementos, esto es. sr elementos Si uno 
de los conjuntos A o B es vacio, entonces 4 x Bes vacio Y, en fin. sí uno de los 
A o Bes infinito y el otro no es vacio, entonces A x B es infinito 

Observación 5-3: El producto cartestano de dos conjuntos no es conmutativo, es der, que 


AXBEIBxA 


a menos que 4 = Bo que uno de los factores sea vacio. 


DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Ya se está familiarizado con el plano cartesiano R x R, como se muestra en la Fig $-1, Cada pun- 
lo P representa un par ordenado (a, h) de números reales. Una recta vertical por P corta al eje horizon- 
tal en a y una recta horizontal por P corta al eye vertical en 4, como se ve en la Figura S-1 


Pig.5-1 Fig. 5-2 


El producto cartesiano de dos conjuntos que no tengan muchos elementos, se puede representar 
en un diagrama de coordenadas en forma semejante. Por ejemplo, ss A = fa.b.«.dl y B= !x, y, 2). 
entonces el diagrama de coordenadas de A x Bes como se ve en la Fig. 5-2. Aqui los elementos de Á se 
representan sobre el eje horizontal y los de B sobre el eje vertical Se ve que las líneas verticales que pasan 
por los elementos de A y las horizontales que pasan por los elementos de B se cortan en 12 puntos, que 
representan, como es claro, el producto A x B. El punto P es el par ordenado (c. 1) 


GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea f una función de A en B, es decir, sea f: A > B. El grafo f* de la función f es el con- 
junto de todos los pares ordenados en los que 4 € A está como primer elemento y su Imagen como se- 
gundo clemento. Es decir, 


f? = (a,b) | acA, b=f(a) 
Se ve que f*, el grafo de f: A — B, es un subconjunto de A x B. 
Ejemplo 3-1: Sea la función f: A + B definida por el diagrama 
A B 


Wa 


ES 


Entonces f(a) = 2, f(b) = 3, fic) = 2 y fid) = 1. De donde el grafo de f es 
S* = (to, 2), (b,. 3), (c, 2), (d, 1) 
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Ejemplo 32: Scy M — 51.2.3,4] La función f: W + R defimda por 
fo >= Y +3 
tene por grato 
f* = (1.41, (2, 5), 43, 6). (4, 7); 
Ejemplo 3-3: Si N es el conjunto de los números naturales 1,2. 3, .la función g: N > N definida por 
glo 
tiene por grafo 
£* = 101. 1.2. 8), (3, 27). (4, 64). ...; 


PROPIEDADES DEL GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea /: 4 +» B Se sabe entonces que a cada elemento a € A le corresponde un elemento de By que 
en 8 solo un elemento le corresponde a cada « £ A. En consecuencia, de estas dos propiedades de f, el 
grato f* de f tiene las dos propiedades siguientes: 

Propiedad 1: Por cada «e 4, hay un par urdenado (a, h)e f* 
Propiedad 2: Cada ar A es el primer elemento en un par ordenado de f* solamenie, es decir. 
la. byef?, (a, cJef* implica b=< 

En los ejemplos que siguen, sean 4 = (1.2, 3,4] y B= 3, 4, 5, 6). 


Ejemplo 4-1; El conjunto de pares ordenados 
LC, 5), (2. 3), 14, 6); 


no puede ser el grafo de una funcion de A en B. pues no cumple la propiedad |. ya que, por 
ejemplo, 3£ 4 y en mnguno de los pares ordenados esta 3 de primer elemento 


Ejemplo 4-2: El conjunto de pares ordenados 
(1, $), (2, 3) (3, 6), 44, 6), 12, 4); 


no puede ser el grafo de una función de A en B, pues no cumple la propiedad 2, o sea que 
el elemento 2 E A esta como primer elemento en dos pares ordenados diferentes (2, Y) y (2, 4), 


GRAFOS Y DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Sea f* el grafo de una función f: A > B. Como f* es un subconjunto de A x B, se puede represen- 
tar con el diagrama de coordenadas de A x B. 


Ejemplo St: Sea f(x) = «a definicion de una función en el intervalo —-2 < 1 <4 El grafo de f aparece 
en la Fig. 5-3 en la forma usual: 


NN 


A 


Fig.5-3 Fig. 5-4 Fig, 5-5 


Ejemplo 5-2: Sea una función / 4 +» B definida por el diagrama de la Figura 54 
Aqui el grafo f* de f consiste en los pares ordenados (a, 2). (b, 3), (e. 1) y ta, 21 Se 
representa f* en el diagrama de coordenadas de A x Ben la Figura 5-5 
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PROPIEDADES DE LOS GRAFOS DE FUNCIONES EN DIAGRAMAS 
Sea f: A >B El grafo f* de f tiene las propiedades ya dichas" 

Propiedad 1: Por cada «£ A hay un par ordenado ta, hJe f* 

Propiedad 2: Si (a, href? y la. c)ef”, se sigue que h= « 


Por tanto, si se representa /* en el diagrama de coordenadas de A x B, tiene las propiedades st- 
guientes: 


Propiedad 1: Cada tinca vertical contiene al menos un punto de f*. 
Propiedad 2: Cada linea vertical contiene sulo. un punto de f”. 


Ejemplo 6-1: Sean A : (a4.hc y B=;1,2, 4, Examinense los conjumios de puntos de los deus diagra- 
mas de coordenadas de A x B siguientes 


3 3 
2 = 2 : 
3 3 1 

o be a boe 


(1) (2) 


En (1). la vertical por h no contene rungún punto del conjunto, luego el conjunto de 
puntos dado no puede ser el grafo de una función de 4 en B 
En (2), la vertical por a contrene dos puntos del conjunto, asi, pues. este conjunto de 
puntos no pucde ser el grafo de unu función de A en B 
Ejemplo 6-2: El circulo x* + y? = 9, que aparece abajo, no puede ser el grafo de una funcion porque hay 
verticales que contienen más de un punto del circulo, 


Representación de 4? + 59 =9 


LAS FUNCIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea f* un subconjunto de A x B, el producto cartesiano de los conjuntos 4 y B: y supóngase que 
f* tiene las dos propiedades antes dichas: 


Propiedad 1: Por cada az A, hay un par ordenado (a, bjef*, 
Propiedad 2: No hay dos pares ordenados diferentes en f* que tengan el mismo primer elemento. 
Se tiene asi una correspondencia que asigna a cada elemento a e A el elemento hb B que aparece en el 


par ordenado (a, b)e f*. La propiedad 1 asegura que cada elemento de 4 tendrá una imagen, y la pro- 
piedad 2 asegura que la imagen dicha es única. De acuerdo con esto, f* es una función de A en B. 

En vista de la correspondencia entre funciones fJ.A =+B y subconjuntos de 4 x B que tienen las 
propiedades 1 y 2 anteriores, se hace de una función la 


Definición 5-1: Una función f de A en B es un subconjunto de A x B en el cual cada a e A aparece 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 
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Aunque esta definición de una función pueda parecer artificiosa, tiene la ventaja de que no emplea 
conceptos definidos, como son los de «asignar», «hacer corresponder». 


Ejemplo 7-1: Sean A = la, b,c] y B= "1, 2, 3]. Sea además 
f= (ía. 2h (e, 1). (b, 2)! 


f tene las propiedades 1 y 2, siendo, por tanto, una función de A en B, que se ilustra en el 
diagrama siguiente: 


¡>< 
Ps 


Ejemplo 7-2: Sean Y =11,2,3) y Y = la, e, io, ul. Sea también 
f=1(01.0.0.e,0G3.0,.(0,) 
Aqui f no es una función de Y en Y, pues dos pares ordenados diferentes de f, los (Q, e) y 
(2, u), tienen el mismo primer elemento Si f ha de ser una función de Yen Y, entonces no 
puede asignar ambos elementos e y y al clemento 2 z Y. 


Ejemplo 7-3: Sean S = /1,2,3,4) y 7 = (1,3, 5). Sea 
f= ((1, 4). (2, 5), (4, 3) 
Aqui f no es una función de S en T, ya que 3z S no aparece como primer elemento en nin- 
gún par ordenado perteneciente a f. 


La consecuencia geométrica de la Definición 5-1 se enuncia en la 


Observación 5-4: Sea / un conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas de A x 8. Si toda ver- 
tical contiene un punto y solo uno de f. entonces f es una función de A en A 


Observación $-5: Sea la función f: A + B inyectiva y sobreyectiva, Entonces la función reciproca 
f * consta de los pares ordenados que al invertirse, o sea al ser permutados sus 
elementos, pertenecen a f. Es decir, que: 


¡¿ =. f(b,a) | (a,b) e fy 


CONJUNTOS PRODUCTOS GENERALIZADOS 


El concepto del conjunto producto se puede extender al caso de más de dos conjuntos natural- 
mente El producto cartesiano de los conjuntos A. B y €. denotado por 


AXBxC 


es el conjunto de todas las ternas (a, h, e) en las que az A. beByce£C. Análogamente, el producto 
cartesiano de los » conjuntos A,, A, ..., Á,, que se denota por 


ALxA:x--: XA, 


es el conjunto de tados los re-tuples ordenados (4,.4,.....Gp)cona, E Aj,  -,4,€ 4, Aquí un r-tuple 
ordenado tiene un significado claramente intuitivo, es decir, que el n-tuple consiste en » elementos, no 
necesarlamente distintos, donde uno de ellos se designa como primer elemento, otro como segundo 
elemento. etc 


Ejemplo 8-1: En la geometria imdumensional euclidiana cada punto representa una terna ordenada uv «a 
su componente x, su componente y y su componente 2. 
Ejemplo 3-2: Sun A - la,dj, B= 11,23) y € o lxcyh Fulances 
ÁXBXC = ¡la,1l,2), (a, 1,1), (e, 2, x), 
: ta, 2, y), (0,3, 1), (a, 3, y), 
(b, 1,2), (b, 1, y), (6,2, y), 
(b,2, 9), (5,3, 2) (b,3, y)) 


CAP 5] 


Problemas resueltos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 


1. 


4. 


Sean W = (Juan, José, Tomás) y V = (Inés, María). Hallar W x V. 


Solución : 


CONJUNTOS PRODUCTO Y GRAFOS DE FUNCIONES 


W x Y consiste en todos los pares ordenados (a, b) en los que a e W y be Y Por tanto. 


W x Y = ((Juan, Inés). (Juan, Marla), (José, Inés). 
(José, María), (Tomás, Inés), (Tomás, Maria)) 


” 


Suponiendo que los pares ordenados (x + y, 1) y (3, x — y) son iguales, averiguar x e y. 


Solución: 


Si(x + y, 1) = (3, x — y) por la propiedad fundamental de los pares ordenados 


x+y=3 y lex-y 


La solución de este sistema de ecuaciones es x= 2, y» 1, 


Hallar los pares ordenados que corresponden a los puntos 
P;, Pz, Py y P¿ que aparecen en el diagrama de coordena- 
das de 4 x Ben la Fig. 5-6. Aquí, A = (a, b,c,d,e) y B = ja, 
e, 10, ul). 


Solución; 


La línea vertical por P, cruza el/eje A en b y la horizontal por P, 
cruza el eje B en ¿; asi P, corresponde al par ordenado (6, ¿). Análoga- 
mente, Pz = (a, a), Py = (d, 4) y P, = (e, e). 


Sean A = (a, bj, B= (2, 3) y C = (3, 4). Hallar 


(1) 4x (BU0), (2) (4 x BU(IAAxC) GB)Ax(BNC) 


Solución: 
(1) Se averigua primero BUJC = (2, 3, 4], Entonces 


Ax (BUC) += (a, 2), (a, 3), (a. 4), (b, 2), (b, 3). (6, 4) 


(2) Calcular primero A x ByA x C: 


Ax B= lía 2), fa, 3), (6, 2), (b, 3); 
Ax C= (ía, 3), ta, 4), (b. 3). (b, 4) 


Ahora se bysca la unión de los dos conjuntos: 
(4 x BUIA x CO) = (a, 2), (8,3), (6. 2), (b, 3). (a, 4), (b, 4)! 
Por (1) y (2) se ve que 
Ax1IB QU Cl =14 x BU (4 xC) 
(3) Calcular primero BN C = (3). Entonces 
Ax (BN C)= (ía, 3), (b. 3) 
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(4) (4 x BIN(A x C) 


(4) En (2) se calcularon 4 x By A x €. La intersección de 4 x By A x Ces el conjunto de los pares orde- 


nados que pertenecen a ambos conjuntos, es decir, 
(Ax BIN (4 x Cj= lía, 31. (6.31) 
Por (3) y (4) se ve que 
Ax BOO =(A x BIOVMA x C) 
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$, Representar el conjunto producto 
e CI A a 


4 
sombreando el área apropiada en cl diagranra cartesiano de Rx R. 
Solución: 
Tricense des rectas verticales delgadas por 1 y 4 del eje horizontal y otras dos horizontales de gadas por z 
y del eje vertical como se ve en la Figura 5-7 
ilárca rectangular contomeada por las vualro rectas junto con tres de sus lados. reprasttua « Prodi to 
de los comuntos Sombrear el diagrama como se ve en lu Figura 3-8, 


Noleso que «lado del rertángulo que no pertenece al producto de los conpuidos se (haz. con Ínea se 
puntos 


Fig. 5-7 Fig. 5-8 


» 6. Demostrar que AC By CC OD implican (4 x (0)C1B x D). 


Solución: 

Sea da. 1) un elemento cualquiera de 4 x C(.conloquercdAcre€ Por hipotesis. Á ys un subconjunto de 
By € es un subconjunto de O, asi que reBe re D. y el par ordenado (x. 1) pertenece a B x P Queda 
demostrado que (1. v)e 4 x € oimplica (a. 1) 8 x D, por consiguiente. 4 x € es un subconjunto de B > 


17 Sean A =(1, 2,3). B= 12,4) y C= 13.4, 5). Hallar Ax B x C. 


Solución: 
Un metodo apropiado para encontrar A x B x € es el del «diagrama en árbol» que se muestra en seguida 

7 d,2,3) 
. AN 4 (1,2, 4 
A a (1.2, 5, 
ca » _ (1,4, 3) 
a 4 (1,4, 4) 
=$ (114,5) 
; a? (2, 2,3) 
2—=- 4 (2, 2, 41 

- A , Es 
¿ gar $ (2, 2, 5) 
SS (2, 4, 8) 


(2, 4, 4) 
(2, 4, 5) 


3 
4 
5 
3 (3,2, 3) 
ALA (3, 2, 4) 
5 (3, 2, 6) 


PS S (3, 4, 3) 
A A (3, 4, 4) 
6 (3, 4,5) 

Ax Bx Ces el conjunto de ternas que están a la derecha del "«árbol». 
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8, 


Demostrar: Ax 1BN1C)=(A x BINIA x CL , 
Solución: 

Se demuestra primero que 4 x (8) Ches un subconjunto de (4 x BIN4 = (1 Sea ir 1)un elemento 
de 4 x (BC) Entonces ve 4e ve Bf)C Por la definicion de intersección + pertenece (anto y Bcumo a € 
Puesto quero Jer B entonces (r. 1) A x 8. Por tanto. puestoquercic¡r O resulta que (1,115 4 x CO 
Se tiene, pues que 4 th pertenece a la intersección de 4 x By A x C Con la que queda demostrido que 
LxXABNOICO 14 xx BINYIA xx O) 

Se demuestra luego que (4 x BN 14 x Cjes un subconjunto de 4 x (B-1€3 Ses ( «+ un elemento 
de (4 x BJ 14 x Cr entonces (-, u ) pertenece a A x By 4.44) pertenece a 4 x Co De lo que se sigue que 

2c4dya By que 4 y ue (€. Como tr pertenece tanto a B como a C. entonces «e BAN C Se tiene, 
pues, + 4yu2B ox Ó, entonces (7. Je 4 x (B (€) Queda demostrado que (4 = Br 14 + Cjes un 
subconjunto de 4 x (8/7 €) Por la Definición 1-1. los conjuntos son iguales 


Sean S= la. H, WM =11,2.3,4,5] y V=(3,5, 7. 9. Hallar ($ x HIN(S x 1) 


Solución : 
El conjunto producto 1S x MIN IS x ! ) se puede hallar calculando primero $ x H y 5 + ] y averiguan» 
do luego ha intersección de estos conjuntos. Pero, par el Problema 8. 


(S x MINAS x 19=S<(iW4NnT) 
Asique H Ni'= 3,5). y 
IS x WINS x Y)=Sx1W/MP= la. 3), (a, $). (b. Y, dh. $), 


GRAFOS DE FUNCIONES 


10. 


tl. 


12. 


Dados M'= '1, 2, 3, 4) y la función f: W — R definida por la fórmula f(x) - x*. hallar el 
grafo f* de la función f. 


Solución : 

Primero se calculan fl) = 12 =3,f2) 2=4,113)= Y = 9, 114) = 4 = 16 El prafo f* de f cons- 
ta de las pares ordenados (x. f(1)), o sea de los (1. 1?) donde 12 W, Asi, pues. f* (1.1, (Q, 41, (3, 9. 
(4, 16) 


Sean el conjunto Y = ja, b, e, d) y la función g : 1 — Y definida por el diagrama de la Fig. 5-9. 
Hallar el grafo g” de la función g y representar g* en el diagrama de coordenadas de 1 x V. 


d 
e 
ZÉ 
b = 
gb: 
ue al 
EA e z 
d 
a be de 
Fig.5-9 Fiz. 5-10 


Solución : 
Segun el diagrama. gía) = bh. gib) = c. gic) - by gid) = a. Por tanto, g* — (la. db) 1é cdo, Add, 2); 
En el diagrama de coordenadas de Y x Y se señalan los pares ordenados de g* como 5e ve en la Figura 5-10 


Sea la función h- R => R definida por htx) = x + 3, Decir cuáles de los pares siguientes perte- 
necen o no al grafo h* de ka: función A: 


(a) (2, 6), (b) (8. 11), (c) (10, 12) (d) (4, 7). te) (-6, —Y. (N( 1, 2) 

Solución: 

(a) H2) - 2 + 3 = $: asi (2, 6) no pertenece a d*. 1d) M4)=4+3= 7:16, Ve 4%. 

(b) 4(B)= 8 + 3 = 11: así (8, 11) pertenece a A”. te) h-6)= —6t3= Jaii—=6, —E 
(ec) A10) = 30 + 3 — 53; asi (10, 12) £ A”. UU H-b=-1+3=2 as (-1,2)E4*. 
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13. Sea el conjunto S = Ja, e, i, o, 1). Sea y la función que a cada letra de S asigna la letra que le sigue 
en el alfabeto. Hallar el grafo g* de la función £. 
Solución: 
Se averiguan primero gl) = h, glo) = f gti = q gto) = p y gn) = 1. Asi 
g* = ¡(a. hd. te. 7). (6. p. do. p), du. €); 


FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 


14. Seca el conjunto Y — 31, 2, 3, 4;. Entre los siguientes conjuntos de pares ordenados decir cuáles 
son o no funciones de Y en Y, 
(Dd) f = ((2,3), (1,4), (2, 1), (3,2), (4, 4)) 
12 fe = 1(3,1), (4,2), (1,1); 
(3) fi = ((2,1), (3, 4), (1, 4), (2,1), (4,4); 
(4) fi = ((2.3), (1, 6), (4,2), (3, 4); 
Solución: 


Nótese primero que, segun la Definicion 5-1, un subconjunto f de Y x Ves una función /,5 +1 si cuda 
x 8 D aparece como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno 


(1) Como dos pares ordenados diferentes (2, 3) 6 f, y (2. 1)£ f, tienen el mismo primer elemento, f, no es una 
función de en Y, 

(2) El elemento 2 £ 5 no aparece como primer elemento en ningún par ordenado perteneciente a f, Ási, pues, 
f¿ no es una función de Y en Y, : 

(3) El conjunto f, cs una funcion de ¿en 1. Aunque 2 está de primer elemento en dos pares ordenados, estos 
dos pares son iguales 


(4) Si bien cada elemento de Y aparece como primer elemento en uno, y solo en uno, de los pares ordenados 
de f¿. el conjunto f, no es una función de ) en Y porque f, no es un subconjunto de Y x 1” En efecto, 
(L.6)e f,. pero (1.6) FP x Y, 


15, Dado W = (a, b, e. d). decir en qué casos los siguientes conjuntos de puntos de cada diagrama 
de coordenadas de W x W constituyen una función de W en W. 


d d d d él 
e € e € 
b b b b 
a -+ . R a a 

aio .d ea be sd y Qro a 

(1) (2) (3) (4) 

Solución : 

Tener en cuenta pnmero que un conjunto de puntos en un diagrama de coordenadas es una función siem» 
pre que cada recta vertical contenga uno, y solo uno, de los puntos del conjunto. ' 


(1) La vertical por 5 contiene dos puntos del conjunto; luego el conjunto no es una función de W' en W. 


(2) Como cada vertical contiene un punto, y solo uno, del conjunto, este conjunto si es una función de Men H 
El hecho de que la horizontal por e contenga tres puntos no contraría las propiedades de una función. 


(3) La vertical por e no contiene ningúa punto del conjunto; por tanto, este conjunto no es una función de 
W en W. 


14) Por la misma razón que en (2), este conjunto sí es una función de W en W. 
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16. 


7. 


19, 


Dados R -= [1,2,3,4,5.6) y S=|f1, 2, 3, 4]. sea g 
el conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas 
de R x $ que aparece a la derecha y que es una función 
de Ren S 
(a) Hallar g(2), g(4), g(6). 16) Hallare”'(2) 2 '(3),g2 '14) 
(c) Hallar (x | xe R.g(x) < 3]. 
Solución: 
ta) Para averiguar g12) se busca el punto de y que está en la veriiwal 
por 2, el punto es (2, 4) y, por tanto. p(2) = 4, el segundo elemen- 
to del par ordenado 
La vertical por 4 connene al punto (4, 1) de £, asi que p14) = 1 
La vertical por 6 contiene al punto (6, 4), por tanto, g16) = 4. 
(41 Para averiguar g * (2) se buscan los puntos que están sobre la horazontai por 2. Son (1, 2) y (5, 2). g”' (2) 


consiste en Jos primeros elementos de estos pares ordenados, esto es, g * (2) — 31,5) Notese que los pares 
ordenados (1, 2) y (5, 2) de £ significan que gíl) = 2 y g(5) = 2, 
La horizontal por 3 contiene solamente el punto (3, 3) de e; entonces g ' (3) = (3) 


La horizontal por 4 contiene los puntos (2, 4) y (6. 4) de y. Entonces e ' (4) = (2, 6;. 
(e) Notar primeramente que 2(1) = 2, (2) = 4. (3) = 3. £t4) = |, g($) = 2, g(6) = 4, El conyunto /x xeR, 
g(x] < 3) consiste en los elementos de R cuya imagen es menor que 3, es decir, cuya imagen es 1 ó 2. 
El conjunto es [I, 4, $). Geométricamente, este conjunto es el de los primeros elementos de los puntos de 
£ que quedan debajo de la horizontal por 3. 


Sea h el conjunto de puntos del ii de coordenadas de E x F que es una función 

de E en F. 

la) St cada horizontal contiene a nds un punto de h, ¿qué tipo de función es A? 

(b) Si cada horizontal contiene al menos un punto de /i, ¿qué tipo de función es 4? 

Solución: 

fa) Si cada horizontal contiene a lo más un punto de A, entonces, para todo x £ É h ? (x)es vacio o consiste en 
un clemento de E. Así que h es una función inyectiva. 

(4) Si cada horizontal contiene al menos un punto de %, entonces, para todo y 2 E, 47! (xv) no es vacio, Luego 
h es una función sobreyectiva. 


¿En qué condiciones el conjunto de pares ordenados 
define una función de A en B? 
Solución: : 
El conjunto f definirá una función de A cn B si f es un subconjunto de 4 x B y si cada elemento de A 
aparece como primer elemento en un par ordenado de f, y solo en uno. Según esto, 4 debe ser igual al con- 


junto de los primeros elementos de f, es decir, A = (1,3, 4, —2]; y B debe contener al conjunto de los segun- 
dos elementos de f, esto es, (5, 1,7, —-3) CB. 


Sea W = [-4, 4]. Entre los siguientes conjuntos de puntos representados en el diagrama de coor- 
denadas de W x MW decir cuál es o cuál no es una función de W en W, 
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Solución : 
Segun la Observación 5-4, tener en cuenta que un conjunto de puntos de un disgrama de coordenadas en 

una función sí cada linea vertical contiene un punto del conjunto. y soto una. 

(1+ Como las verticales contienen des punios del conjunto. el conjunto de puntos no es una funcion de H'en Y. 

(21 Como las verticales próximas al eje vertical no contienen ningún punto del conjunto. el conjunto de pun» 
tos no es una función de MW en W, : 

(3) Las verticales que cortan el circulo contendrán dos puntos del conjunto: entonces el conjunio de puntos 
no es una funcion de W en Y. 

(4) El conjunto de puntos es una función de W en W parque cada vertical contiene un punto del conjunta, y 
sola uno. 


Sea A = la. h, e. d]. El conjunto 
Ha, bd. (b. di, de..a), 4d, 6) 
es una función inyectiva y sobreyectiva de 4*en A. Eñcóontrar la función reciproca. 
Solución : 
Para encontrar la función reciproca, permútense los elementos en cada par ordenado. Así, la función re- 


ciproca es 
vih. a). (d. $), (a, €). (e, d); 


Problemas propuestos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 


21. 


22, 


Suponiendo que (y: — 2, 2x + 1) = (x — 1. y + 2) hallar xe y, 


Hallar los pares ordenados que corresponden a los puntos P,. P,, P, y P, que aparecen en el diagrama de coor- 
denadas de !1,2, 3,4) x (2,4, 6, 8] que sigue 


N Ah Z> % 


Sea W  [Marcos, Enrique, Pablo; y sea YY ¡Enrique, David;. Averiguar (1) W, x F. (2) Y x W, DIYx + 
Representar, sombreando el área apropiada, cada uno de los conjuntos producto siguientes en un diagrama de 


coordenadas de R x R. 
(1) [-3,3] x [-1,2]. (3 [-3.11 x ]-o. 2]. 
(2) ]-2.3] x [-3, cof. (4) [-3.1[ x 1-2. 2]. 


Sean A = 12.3), B- 11,3,5) y C — (3, 4). Construxr el «diagrama én árbol» de 4 x B x C como en el Pro- 
blema 7 y avenguar entonces A-x 8 x C. 
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26. SeanS «lab. el. Fo the dl y W= fa. €. Construir el «diagrama en árbol» de S x 7 > 4 y hallar luego 
STAR 


27, Sean los conjuntos 5”, Y y 2 con 3. 4 y 5 elementos. respectivamente ¿Cuántos elementos hay en tlf x W ox Z, 
21Zx Y x W.B)Wx2Zx y? 
38, Sea A = B(1C. ¿Que hay cierto en lo que sigue, si lo hay” 
(1) Ax A=1Bx BOC xx C) (2) AXA=18B x COÓNIC x Br 


GRAFOS DE FUNCIONES 
29, Dados M =[1,2,3,4,5] y la función f: M = R defimda por 
Axe rt + dx -1 
hallar el grafo de f 


340, Sean W = 31. 2, 3.4) y la función g : W —> W definida por el diagrama 


(1) Hallar el grafo de g. (2) Representar el grafo de g en el diagrama de coordenadas de Y x MW” 


31. Sea la función +. R —> R defimda por la fórmula 
hx) = 2x — 1 
Decr si los siguientes pares ordenados pertenecen o no al grafo de hh: 
(a) 43. 5), (hb) (-2, 35), fc) (-4, 7), (d) (8, 17). (e) (-3. —5), YN (4. 7). 
32, Sea la función g que asigna a cada nombre del conjunto 
(Berta, Martin, David, Abel. Rebeca] 
el número de letras distintas que se necesitan para escribir el nombre. Hallar el grafo de £. 
33, Cada una de las siguientes fórmulas define una función de Ren R Hacer el grafo de cada función en el diagra- 
ma cartesiano de R x R. 


(1) f(r):= Le -— 1 , (3) fr) = ix, 
(2) fe) - Y — 2-1 (4) fte) >= 1 2r 


FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 


M4. Sea W = ja, hb. ce. dí Decir de los siguientes conjuntos de pares ordenados cuáles son y cuales no son funciones 
de W en Y. 


(1) (ba), te,d), (d,a), le.d), (a.dY) (3) Tte, bd), (b. br, (0,5), (d. dy 
(2) ((d,d), (c,a), ta, b), (d, b)) (42 l(a,o), (b,a). ta, d), le. y) 


35. Dado Y  |1,2.3. 4) decir cuáles de los conjuntos de puntos de los siguientes diagramas de coordenadas de 
Vx P son o no funciones de Ven Y. 


4 
3 
2 
1 


NS 
A 
— om 1 de 


A VITA LTS TESIS 
a) (2) (3) (4) 
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3%. Dados A  !1.2,3,4, 5). f, el conjunto de puntos que se representan en primer diagrama de 4 x A y gel con- 
junto de puntos representados en el segundo diagrama. 


5 
4 


1 2 3 4 5 
Representación de f Represerttación de g 


Resulta que f y y son funciones de Á en A. Averiguar- 


(0 /(B) (8 FB (5 $74) £TM) función producto fog (9) (tx | f(x) = 4) 
(2D) g(6) (4% g (1) (6) funcion producto pof (8) f”'((1,2)) (10) (x  g(x) > 2) 


37. Sea la función f 4 > B representada en un diagrama de coordenadas de A x B Qué propiedad geométrica 
tiene f si (1) / es myeciuva. (2) fes una función constante, (3) 51 fes sobreyectiva, (4) ss f tene una recíproca f ' 


34, Dado 8 = [ -4. 4], decir cuándo los puntos representados en cada uno de los diagramas de coordenadas de B x B 
que siguen es una función de Ben B. 


(8) 


(4) DD. (6) 


PROBLEMAS DIVERSOS 


39. Representar sombreando el área apropiada. cada uno de los conjuntos productos que siguen en un diagrama 
cartesano de R x R 


Do lz  3<:- 2) Y la] -2<r<4 (8) leed rx le. 2 £<3) 
(2) le e<3) x de] [1-1 (51 de lx>-2) Xx [elr: 3 
(3) le y 2) EA 3: 


40. Cada una de jas formujas que siguen define uña funcion de Ren R Representar cada una de estas funciones en 
un diagrama cartesino de R x R 
| Jr 54n>2 
(0) fa) = de ss x*1=+2 
2 m z<-—2 


a six>=0 
1-e* <ix<0 


(1) f(x) — 4x2 (2) fix) =2+2lc) (3) Mx) = | 


21. 


2 


23, 


24, 
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Respuestas a los problemas propuestos 


at 3 


- BP (0.8LP,  (4,6,P, = (1.21 


wox! “Marcos. Enrique), (Marcos, David). tEnryue. Enrquel. (Enrique David) (Pablo, Farique), 
Pablo, David); 

Lx MH ¡Enrajue, Marcos). (David. Marcos). tangas Ynaqued, (Dardo Earigros rr Palio», 
(David. Pablo); 

bol tEnrigre Tnrigue), (Enrejue David). ¿Darid Unique), (Darid Dars) 


25, Ver Fig S-+ 


AXBXC = 4(2,1,3), (2,1,4), (2,3,3), (2,3,4), (2,5,3), (2,5,4), 
(3,1,3), (3,1,4), (3,3,3), (3,3, 4), (3,5,3), (3,5, 4)) 


26. VerFig 5-12 


SXTxW = ((a,b,a), (a,b,d), (a.c,a), ta,c,d), (a, d, a), (2,2, d, 
(5, b, ad, (db. b, d), (b, c, a), (b, C, d), (b, d, a), (b, d, d, 
(e, b, a), le, b, e, le, C, a) te, e, dh, le, d, a), le, d, di 


o A 

2 ¿ ay! d=Zg 
5 TÍ Ñ - ¡pea 

1 Ti eE FE 

3 s =Zi p—0 
5 Tí E 
A 


Fig. 5-11 Fiz. 5-12 
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27. Cada uno tiene 61) elementos. 


28. Ambas son ciertas. 
AXA = (BxBIDN(E0xC0)- ( BxCniC x B) 


29, ((1,2), (2,7), (3,14), (4,23), (5, 34)) 


9. (1) ((1,9), (2,2), (8,4), (4,2)) 
2 4 


3 
2 
[] 
SIE: 0 


31. (0)Si, (5751. (e) No, (ef) No, le) No, 17) Si. 
32, |¡Berta, 41. (Martin. 6). (David. 4), (Abel, 4). (Rebeca, 5);. 


33. (1) (2) 
(3) (4) 

M4. (1)Sí. (2) No, (3) Sí, (4) No. 

35. (1) No, (2) No. 13) Sí. 14) No. 

%. (1) 5 0. (8) (1,2,5) 
(2) 1 (6) 4(1,3), (2, 1), (3,1), (4,3). (b, 3)) (9) (1,2, 4,5) 
(3) (1,5) (7) (1,2), (2, 5), (8,2), (4, 6), (5, 2)) (10) (2,3, 4) 


(4) (1,5) 


37. (1) Cada honzontal contiene a lo más un punio. 
(2) Una horizontal contiene todos los puntos. 
(3) Cada horizontal contiene al menos un punto. 
(4) Cada horizontal contiene un punto, y solo uno. 


38. (1)Si. (2) No, (3) No, (4) Si, (5) No, (6) Si. 


[CAP. 5 


Capítulo 6 


Relaciones 


FUNCIONES LOGICAS, ENUNCIADOS FORMALES 


Se llama función lógica defimda sobre el producto cartesiano A x B de dos conjuntos 4 y B. una 
expresión denotada por 


Pix. y) 
que se caracteriza porque cuando en P(x, y) se sustituyen las variables 3 2 4, respectivamente, por 


a y hi, se convierte en tn enusiciado ya verdadero. ya falso, para todo par ordenado (0. b11 4 x 8. Por 
ejemplo, si A es el conjunto de autores y B el de dramas, entonces 


Plx. y) = «xr escribió 1» 
es Una función lógica sobre A x B. Por ejemplo: 


P(Shakespeare, Hamlet) = «Shakespeare escribió el Efurnmifero 
PiShakespeare, Fausto) = «Shakespeare escribió el Farmtor» 


son verdadero y falso, respectivamente. 
La expresión misma Plx, y) se dice enunciado formal en dos variables, o simplemente. enunciada 
formal. Ejemplos de enunciados formales son los siguentes: 


Ejemplo 1-1: «y es menor que y». 


Ejemplo 1-2: «x pesa y Kilos». 
Ejemplo 1-3: «x divide a y». 


Ejemplo 1-4: ux es la esposa de y». 
Ejemplo 1-5: «El cuadrado de « más el cuadrado de 1.da dieciséis», O sea «1? + 1% = (60 


Ejemplo [-6: «El triángulo x es semejante al triángulo j» 


En todos estos ejemplos hay dos variables, pero también pueden darse enunciudos en una varia- 
ble. como «x está en las Naciones Unidas», o en más de doy variables, como «1 por 1 igual <>» 


RELACIONES 


Una relación R consiste en lo siguiente: 


(1) Un conjunto A, 

(2) Un conjunto B. 

(3) Un enunerado formal P(x, y) tal que Pía, b) es verdadero O falso para toda par ordena- 
do ta, bj) de Ax B. 


Se dice entonces que Gl es una relación entre A y B y se la dencta por 
R = (14. B. Píx. vd) 
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Además, si Pta, b) es verdadero, se escribe 
aRb 


que se lee «e está relacionado con b», y sí Pía, b) es falso, se escribe 


aGb 


que se lee «e no está relacionado con b». 


Ejemplo 2-1: Sea A, = (R, R, Ptx, y)), donde P(x, y) se supone significar «x es menor que y», Es claro que 
Gl, es una relación, porque Pa. 5), o lo que es lo mismo, «a < bh», es verdadero o falso para 
todo par ordenado (e, h) de números reales, Así, pues, como P(2, 1) es verdadero, se puede 
escribir 

20, : 


y puesto que P(S, ,/ 2) es falso, 


58, y/2 

Ejemplo 2.2: Sea A, = (A, B, P(x. y)), donde Á es el conjunto de los hombres, B es el conjunto de las mu- 
Jeres y Ptx, y) es «x es el marido de y». R, es una relación ciertamente. > 

Ejemplo 2-3: Seu R, = (N, N, Píx, Y. donde N es el conjunto de los números naturales y Plx, y) se lec 
«x divide a y», A, es entonces una relación y evidentemente , á 

34,12, 2,7. $8, 15,64, 13 

Ejemplo 2-4: Seca A, = (4, 8, Pla. y)), siendo A el conjunto de los hombres, E el de las mujeres y Pix. y) 
quiere decir «a divide a 1». Aquí (KR, no es una relación, pues Pía, b) carece de significado si 
a es un hombre y h una mujer. 

Ejemplo 2-5: Sea A, = (N, N, Plx, y)), siendo N los números naturales y donde Píx, y) significa «xy es me- 
nor que y», Aquí Gs es una relación 

Es de observar que GR, y 6, no son la misma relación, pese a venir ambas definidas por 

el mismo enunciado formal, 


Sea R = (4, B. Píx, y)) una relación. Se dice que el enunciado formal Píx, y) define una relación 
entre A y B. Además, sí 4 = B, se dice que P(x, y) define una relación en A o que R es una 
relación en Á. 


Ejemplo 2-6: El enunciudo formal P(x. y), que se lee «x es menor que y», define una relación en los trúme- 
ros racionales, 


Ejemplo 2-7: El enunciado formal «1 es el esposo de j» define una relación entre el conjunto de hombres 
y el conjunto de mujeres. 


Terminología: Hay autores que llaman relación a la expresión P(x, y), dando por sentado implí- 
citamente que las variables x e y tienen por dominios respectivos ciertos conjuntos A y B, es decir, que 
Pix, y) es una función lógica definida sobre cierto conjunto producto A x B. Aquí se mantendrá la de- 
nominación ya dicha, donde Pfx, y) es simplemente un enunciado formal y, por tanto, una relación 
consiste en P(x, y) y dos conjuntos dados A y B. 


CONJUNTOS DE SOLUCION Y GRAFOS DE RELACIONES 


Sea R = 14, B, P(x, «)) una relación. El conjunto de los elementos (a, b) de A x B para los cuales 
Pia, b) es verdadero, se llama conjunto solución R* de la relación GR. Es decir, 


R* = (la, b)|az A, be B, Pla, b) es cierto) 


Es claro que A*, conjunto solución de una relación Gt entre A y B, es un subconjunto de A x B, Por 
tanto, Gt” se puede representar o mostrar en el diagrama de coordenadas de A x B. 

El grafo de una relación R entre A y B consta de los puntos del diagrama de coordenadas de A x B 
que pertenecen al conjunto solución de MR. 
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Ejemplo 3-1: Sea G = (4. B, P(x, y). donde A > [2,3,8). B =131.4,5,6! y Pix. 31 significa «a divide 
a y». Entonces el conjunto solución de R es 


M* = [(2, 4), (2, 6), (3. 3), (37 6). (4. 41) 
En el diagrama de coordenadas de A x B que aparece en la Fig. 6-1 se muestra el conjunto 


solución de R. 
$ 


Fig. 6-1 R* en sombreado 
Fig. 6-2 
Ejemplo 3-2: Sea G la relación definida en los múmeros reales por 
¿ y<x+!l 
La porción sombreada del diagrama cartestano de R x Ren la Fig 6-2 consiste en los puntos 
que pertenecen a R*, conjunto solución de Ól, o sea que es el grafo de R. 


Nótese que (R” está formado por los puntos debajo de la recta y = + + 1. La recta 
y — x + 1 se representa en línea de trazos para »dicar que los puntos de esa recta no per- 
tenecen a A? 


RELACIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea R* un subconjunto de A x B. Puede definirse una relación R = (A, B, Píx, y)), donde P(x, y) 
signifique E E 
«El par ordenado (x, )) pertenece a A*» 

El conjunto de solución de esta relación (A es el conjunto original R*, Así, a toda relación R = (4, B, 
P(x, y)) corresponde un conjunto de solución único, A*, que es un subconjunto de 4 x B, y a cada 
subconjunto A* de A x B corresponde una relación R — (A, B, P(x, y)) de la cual es R* el conjunto 
de solución. En vista de esta correspondencia inyectiva y sobreyectiva entre relaciones A — (4, B, 
P(x, y)) y subconjuntos R* de A x B, se puede defimr también una relación así: 


Definición 6-1: Una relación GR entre A y B es un subconjunto de A x B. 


Si bien la Definición 6-1 de una relación puede parecer artificiosa, tiene sin embargo. la ventaja 
de que no se sirve de conceptos no definidos como «enunciado formal» y «variable» para definir una 
relación. 


Ejemplo 4-1: Sean A = 11,2,3) y B= [a, b). Entonces 
R = ((. a), (1. 5), (3, a) 
es una relación entre A y B. Se tiene 
Ga, 266, 30a, 365 
Ejemplo 4-2: Sea W = [a, b, e). Entonces 
MA = [(a, b), (a, c), tc, c), le, 6); 
es una relación, y entonces 
aña ba cRe, a4Ab 
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Ejemplo 4-3:  Scu 
Ro Hr al rEeRrEeRo <a 


Av que G es un conjunto de pares ordenados de números reales, o sea que es yn subconjunto 
de Rx R. Por consiguiente, R es una relación en los numeros reales que se podria definir 


asimismo por R=ER,K.Plr. vb) 


habiendose de leer Pla, 1) «0 es menor que 1» 


Observación 6-1: Si el conjunto A tiene m ejementos y el B tiene n elementos. hay entonces 2” rela- 
ciones distintas entre 4 y B. porque 4 x B, que tiene ma elementos, tiene 2”" sub- 
conjuntos diferentes 


RELACIONES RECIPROCAS 
Toda relacion (R entre A y B tiene una relación reciproca GR” ' entre B y A. que se define por 
GR — ió 01] ía, be Ri 


Es decir. la relacion reciproca (AA ' consta de los pares ordenados que al ser invertidos, es decir, per- 
mutados, pertenecen y R. 


Ejemplo 5-1; Sean A - (1.2.3, $98 0.6). Entonces 
A= 0,0, 0,5), Gay 
es una relación entre A y 4 Lu relacion reciproca de la R es 
A! = ¡(a, 1), (b. 1). ta, 3), 
Ejemplo 5-2: Sea 1Y > fa, 6,0) Entonces 
A = (a. hb). (a, c). to, cd dc, db) 
es una relación en 4. La relación reciproca de esta (A es 
A? lib a, teca) toc) 1h o), 


RELACIONES REFLEXIVAS 
Sea R — 14, 4. Ptxr. +)) una relación en un conjunto A, es decir, sea KR un subconjunto de A X 4 
Se dice que A es una relación reflexiva si. para todo az A, 


ta. ale R 


o lo que es lo mismo. R es reflexiva sí todo elemento de A esta relacionado consigo mismo. 


Ejemplo 6-1: Sean Y -=(1,2,3,4] y 
4 R - 4f1, 1), 42, 4). (3, 3), (4,1), (4, 4); 
Esta (R no es una relación reflexiva, ya que (2, 2) no pertenece a (R. Téngase en cuenta que 
todos los pares ordenados (4. a) deben pertenecer a R para que Ól sea reflexiva. 
Ejemplo 6-2: Sea 4 el conjunto de triángulos del plano cuclidisno. La relación A definida en A por el 
: enunciado formal «x es semejante a 1» es una relación reflexiva porque lodo triángulo es se- 
mejante a sí mismo 


Ejempia 6-3: Seu R la relación definida en los números reales por el enunciado formal «x es menor que v», 
es decir, «x < y», Aquí Gl no es reflexiva, puesto que a < e para todo número real a, 


Ejemplo 6-4: Sea 42 una familia de conjunios y sea A la relación definida en .f por «x es un subconjunto 
de 1» Esta relación GR es reflexiva porque todo conjunto es subconjunto de sl mismo. 


RELACIONES SIMETRICAS 
Sea GR un subconjunto de 4 x A, es decir, sea A una relación en A. Se dice que Á es una relación 


simétrica y la. bbeR implica (b, ae A 


esto es, que sí a está relacionado con b, entonces 5 está relacionado con a. 
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Ejemplo 7-1: Sean S — [1,2,3.4) y 
A 101.3), 4,2, 02,4), 02,3). 13, (1 
Aqgui R no es una relación simétrica, puesto que 
(2,3) R pero (3, 2JER 


Ejemplo 7-2; Sca A el conjunto de los triángulos del plano cuclidiano, y sea K la relacion en 4 definida 
por et enunciado formal «x es semejante a y» Entonces R es simétrica, puesto que s1 el trián- 
gulo e es semejante al triángulo /, entonces el tnángulo 5 es también semejante al a 


Ejemplo 7-3: Sea A la relación en los números naturales N que viene definida por «1 divide a y» Esta R 
no es siméirica, pues si 2 divide a 4, 4 no divide a 2, Es decir. 


QueR pero (4,2) 4 


Observación 6-2: Como ta. b)£ A implica que (b, a) pertenece a la relación reciproca R—?, AR es una 
relación simétrica si, y solamente si, 


R=a 


RELACIONES ANTISIMETRICAS , 
Una relación A en un conjunto Á, o sea un subconjunto de A x A. se dice relación antisimétr ica $1 
la. be y [b. ajeG implican a= bh 


O, en otras palabras. 1 a + hb, entonces puede a estar relacionado con 6, o bien A relacionado con a, 
pero no las dos cosas 


Ejemplo 8-1: Sea N el conjunto de los números naturales y A sea la relación definida en M por «1 divide 
a v», Esta (R es antisimétrica, puesto que « divide a 5 y b divide a a implican y — A, 
Ejemplo 8-2: Sea W =|[l, 2,3, 4) y sea 
R = [41, 3), 14, 2), (4. 4), (2, 4); 
no es una relación antesimétrica en W, pues 
(4,2£%A y Q.éjER 


Ejemplo 8-3: Sea. una familia de conjuntos. y sea R da relación definida en «€ por «1 es un subconjunto 
de y» Esta relación KR es aotisimétrnica porque 


ACByBCA implica A= 8 


Observación 6-3: Sea D la diagonal de A x A, esto es, el conjunto de todos los pares ordenados 
la, a)e A x A. Entonces una relación A en A es antusmetrica si. v solamente si, 
ANA 'COD 


RELACIONES TRANSITIVAS 
Una relación GR en un conjunto A se dice relación transitiva si 
la, bjeR y (b, c)ieR implica (a, cje R 


O sea que si a está relacionado con b, y b está relacionado con c. entonces «y esta relacionado con e 


Ejemplo 9-1: Sea A el conjunto de gentes de la Tierra Sea R la relación en A definida por el enunciado Tor- 
mal «x ama a y». Si a ama a hb y bamaa c. no se sigue necesariamente que el ama uc Asi 
que R no es una relación transitiva 


Kjemplo 9-2: Sea A la relación definida en los números reales por «x es menor que 1» Entonces, como 
ya se ha demostrado, 


a<byb<e implica a<c 
Por tanto, GR es una relación transitiva. 
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Ejemplo 9-3: Sea W — la, h, e) y sea 
A = (ía, b). (c, 6), (b, a), (a, e) 
Esta relación Ál no es transitiva porque 
tobleR y lb ajeR pero (c,ajr 
Ejemplo 9-4: Dada Y, una familia de conjuntos, sea A la relación defimida en .f por «x es un subconjunto 
de y». Aquí G es una relación transitiva porque 
ACByBCC implica ACC 


RELACIONES DE EQUIVALENCIA 
Una relación Gt en un conjunto A es una relación de equivalencia si 


(1) (R es reflexiva, esto es, para todo a£ A, (a, aj e A. 
(2) les simétrica, esto es, (a, h)e A implica (b, aje R. 
(3) Res transiuva, esto es, la, be GR, y (hb, c)e AR implican (a, c)e A 


Más adelante se hará un estudio más «complete de las relaciones de equivalencia en conjuntos. Baste 
ahora con dos ejemplos de relaciones de equivalencia. 
Ejemplo 10-5; Sea .4 el conjunto de triángulos del plano euchidiano. Sea R la relación en A definida por 
« es semejante a y» Entonces. como se demuestra en geometria, Gl es reflexiva, simetrici 
y transitiva y, por tanto, Á es una relación de equivalencia. 
Ejemplo 10-2: El ejemplo más importante de relación de equivalencia es el de lu «pualdad» Para cualus- 
quiera elementos en todo conjunto: 
(1) a=a, 
(2) a = b implica b= a, 
(% a=byb=ec implican a = c. 


DOMINIO DE DEFINICION Y DOMINIO DE IMAGENES DE UNA RELACION 


Sea A una relación entre A y B, es decir, sea (A un subconjunto de A x 8. El dominio de definición D 
o dominio simplemente de la relación R es el conjunto de todos los primeros elementos de los pares or- 
denados que pertenecen a Ól, o sea 
D=falweaA, la, bleR! 


El dominio de imágenes E de la relación R consiste en todos los segundos elementos que aparecen en 
los pares ordenados, o sea 
E=(lblbgB, da, be A) 


Se ve que el domino de definición de una relación entre A y B es un subconjunto de A y que su dom:- 
nio de imágenes es un subconjunto de B. 
Ejemplo 1-1: Sean A = [1,2,3.4], B= la, b,c] y 
A = (2, a), (4, a), (4, e) 
Aqui el dommio de definición de GR es el conjunto 
(2, 4] y el dominio de imágenes de GA es el conjun- 
to la, el. 

Ejemplo 1-2; Sea la relación A definida en los números reales 
por el enunciado formal «4? + 9y? = 36». Se 
muestra Gi en el diagrama de coordenadas cartesia- 
nas de R x Ren la figura de la derecha. El dominio 
de definición de R es el intervalo cerrado [—3, 3] 
y el dommio de imágenes de R es el intervalo ce- 
rrado [-2, 2]. : 

Observación 6-4: Sea una relación A entre A y B representada en un diagrama de coordenadas de 
A x B. Entonces a £ A está en el dominio de R s1, y solamente si, la vertical por a 
contiene un punto del grafo de GR. Asimismo, b£ B está en el domo de imágenes 
de A s:, y solamente si. la horizontal por b contiene un punto del grafo de GA. 
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RELACIONES Y FUNCIONES 
Repitamos la 


Definición 5-1: Una funcion f de A en B es un subconjunto de 4 x Benel cual cada ue 4 aparece 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 


Como todo subconjunto de 4 x B es una relación. una funcion es un tipo especial de relacion 
Ást. por ejempto, los termimos «dominio de definicion» y «domino de imágenes» aparecen tanto en el 
estudio de las funciones como en el de las relaciones. 

Problema importante cs en matemáticas el determinar sí una relacion Mi definida en los numeros 
reales por una ecuación de la forma 


Fix, v1=0 
es o no una función. Es decir, dada la relación definida por 
Fix. v1=0 


¿define una función y = fix) esta relación? 
En general, este problema es en extremo dificil Aqui solo se esta en posibilidad de resolver tal pre- * 
gunta en el caso de ecuaciones muy sencillas, 


Ejemplo 12.1: Sea A la relación en los números reales definida por 
+ y = 25 
G se representa en el diagrama cartesiano R x R 
de la Figura 6-3. 
GR es un circulo de radio $5 con el centro en el 
origen. Hay, pues, muchas verticales que contie- 


nen más de un punto de A y asi (3, 4)£ R y Lam- 
bién (3, —4)£ A, de modo que la relación R no es 


una función. Reprise nación de A 
Fig. 6-3 ] 
Ejemplo 12-2: Sean 1  [ 5,5], 8 - [0 £[ y sea KR la relacion entre 4 y 8 debinida por 


Y 4 y? = 25 
GR se representa en el diagrama de A x 8 de la Figura 64, 


A es la muad superior de un circulo, pero aquí cada vertical contiene un punteo, y solo 
uno, de 4; por tanto, (R es una función, 


4 * Ben sombreado 


Representación de A Representación de A 
Fig. 6-4 Fig. 6-5 
Ejemplo 12-3: Sea (1 la relación definida en los números reales por » 
2x—-3Jy=6 


y que se representa Al en el diagrama cartesiano de R x Rde la Fig 6-5 Aqui R es una recta 
y cada vertical contiene un punto. y solo uno. de A, A es, pues, una funcion Además. ex- 
presando 1 por y en la ecuacion antenor. se ticne una formala que define la función A: 


y=1m=*2% 
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Problemas resueltos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 


1. 


Sea A la relación entre A >11,2, 3, 4) y B.=[1, 3, 5) definida 'por el enunciado formal «x es me- 


nor que y». 

(1) Encontrar el conjunto de solución de GR, esto es, escribir Ól como un conjunto de pares 
ordenados, 

(2) Representar (R en un diagrama de coordenadas de A x B. 

Solución: 6 


(1) Resel conjunto de los pares ordenados (a. b)e A x B para los cua- 
les a < b, entonces 
A = 1, 3), (1, 5), (2, 3). (2, $), (3, 5), (4. 5); 1 


(2) A se representa en el diagrama de coordenadas de A x Ben la figu- 
ra de la derecha. ] ; 11.20..3asmsm4 


Sea R la relación entre E = (2. 3, 4, 5) y F=(3, 6, 7, 10] definida por el enunciado formal 
«x divide a p» 

(1) Escribir GA como conjunto de pares ordenados. es decir, hallar el conjunto de solución de R 
(Q) Representar Gl en un diagrama de coordenadas de E x F. 


Sokución : ; 10 
(1) Examinense los drecisérs elementos de E x F y elijanse aquellos pa- 

res ordenados en que el primer elemento divida al segundo; entonces 7 

A = (2.6), (2, 10), (3, 3). (3. 6). (5, 10)) 8 

(2) GR aparece representada en el diagrama de coordenadas de E x F 3 


en la figura de la derecha. 


Sea M = (a, b, e, d) y sea una relación R en M represen- 
tada por los puntos que se muestran en el diagrama de coor- 
denadas de M x M en la figura de la derecha. 

(1) Decir qué es verdadero y qué falso en lo que sigue: 


(a) oRd, (brdRa (c)aGRe, (0) bb 


(2) Hallar (x| (x, b)e G], es decir, encontrar todos los 
elementos de M que están relacionados con b. 

(3) Hallar [x|(d. x)8 0), esto es, encontrar todos los 
elementos de M que se relacionan con d. 


Solución: 

(1) Notar primero que x R y es verdadero si, y solamente si, (x, y) pertenece a (R 
la) Falso, pues (ce, b)g KR. (c) Verdadero, pues (a, cjé£ A 
(6) Falso, pues (d, a) e A. (d) Falso, pues (6, bjeR. 


(2) La horizontal por hb contiene todos los puntos de (R en los que b aparece de segundo elemento, contiene los 
pares ordenados (a. bh), (b, b) y (d, b) de R. Asi que el conjunto peduio es la. hb, d; 


(3) La vertical por d contiene todos los puntos de GR en que d aparece como primer elemento, contiene los pun 
“105 (d, a) y (d, b) de R. Así que ja. b) es el conjunto pedido. 


Cada uno de fos enunciados formales siguientes define una relación en los números reales. Repre- 
sentar cada relación en un diagrama cartesiano de R x R. 


() y=." (3) y <3-z (5) y=* 
(2) y Ex (4) y >= senz (6) y > 
Solución : 
Para representar una relación en los números reales definida por un enunciado formal tal como 
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te) y = f(x) 

(0) y > f(2) 

() y>ftx) 

(dd) y< fix) 

le) y 7 He) 
lo primero representar + = f(x) como es usual. Entonces la relación. o sea el conjunto buscado. constara de los 
puntos mM dnd 

(b) encima de y = fix) 

lc) encima de y en y = f(x) 

id) debajo de y = fixj 

le) debajo de y en y = fix) 


Y así estas relaciones se representan como sigue: 


»” 


Obsérvese de nuevo que la curva y = f(x) se hace con trazos si los puntos de y = f(x) no pertenecen a la re- 
lación. 


5, Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación en los números reales, Repre- 
sentar cada relación en el diagrama cartesano de A x R, 


(D) *+y<16 (6 2 +y*-16 < 0) (3) 24+y = 16 
(2) x*-4y>=9 (o r*-4y*-—9 => 0) (4) dy <y 
Solución: AS 
Pará representar gráficamente una relación en los números reales definida por un enunciado Formal del tipo 
fix. r] < 0 (0£. >, 2) representar primero flx. y) = 0. La curva fix. 1) = 0, en los casos samples, divide el pla- 
ño en varias regiones. La relación contendrá todos los puntos de una o más regiones posiblemente Ensayar con uno 
o más puntos de cada región pura determimar si fodos los puntas de la región pertenecen o no a la relación. 
La representación de cada una de las relaciones anteriores es como sigue: 


(1) 12) 


ery 16<0 


90 RELACIONES [CAP. 6 


(3) 14) 


24 y > 16 O | 


DOMINIOS DE DEFINICION, DOMINIOS DE IMAGENES Y RECIPROCAS 


6. Sea la relación RA — 1(1, 5), (4, 5). (1, 4), (4, 6), (Q, 7), (7, 6). 
Averiguar (1) el dominio de definición de KR, (2)el dominio de imágenes de (GR, (3) la recíproca de A 
Solución: 
(1) El domino de definición de (R es el conjunto de los primeros elementos de (A; ese dominio de R es 
(1,4,3,7) 
(2+ El domumio de imágenes de Al es el conjuntc de los segundos elementos de (A, asi que este dominio de ¡ma 
genes es (5, 4, 6,7] 
(3) La reciproca de A consiste en los mismos pares que (R, pero en orden inverso, entonces 
7? = ((5, 1), 45, 4), (4, 1). (6, 4), (7, 3), (6, 7) 


a 


.7. SeaT - (1,2,3, 4, 5), y sea una relación R en T representada por el conjunto de puntos que se 
indican en el siguiente diagrama de coordenadas de T x T. 


pa Da e 


12345 


Hallar (1) el domimo de definición de Gt, (2) el dominio de imágenes de RR, (3) la recíproca de R. 

(4) Representar (A * en el diagrama de coordenadas de T x T. 

Solución: 

(1) El elemento xe P esta en el dommio de defimción de R si, y solamente sí. la vertical por x contiene un 
punto de Gl. Así que el domimo de definición de RR es el conjunto (2, 4, 5), pues la vertical por cada uno 
de estos elementos, y solo por éstos, contiene puntos de Gl. 

(2) El elemento y e T está en el domino de imágenes de G si, y solamente si, la horizontal por x contiene un 
punto de A Asi que dicho domino de imágenes de ( es el conjunto (1, 2, 4;, pues la horizontal por cada 
uno de estos elementos, y solo por éstos, contiene al menos un punto de GR. 

(3) Como 

a J(2. 1). (2, 4). 44, 2), (4, 4), (5, 2); 
q  1(1,2), (4,2), (2, 4), (4, 4), (2, 5); 


(44 A! se representa en el diagrama de coordenadas de T x T como sigue: 


CAP 6] RELACIONES 91 


8, Sea R- (vr 1H) 1ER, vEeR, 4x? + 9? — 36! La representación de ( en el diagrama de 
RxRes 


Hallar (1) el dominto de definición de RR, (2) el dominio de imágenes de R, 3) A *, 

Solución: 

tl) El dominio de definición de R es el intervalo [ — 3, 3). pues la vertical por cada uno de estos numeras, y 
solo estos, conteene al menos un punto de A 


(2) El dominio de imagenes de G es el intervalo [ 2, 2]. pues la horizontal por cada uno de estos elementos, 
y solo por estos, contiene al menos un punto de (R. 


(Do 0! se encuentra intercambiando x e y en el enunciado formal que define a A. luego 
G7!=Plx. y) veR, ye R.9x? + 4y? = 36) 


9. ¿Qué relaciones, sí las hay. existen entre el dominio de definición y el de imágenes de una rela- 
ción A y entre los mismos dominios de R”7?*? 
Solución : 
Como R—* tiene los mismos pares que (A excepto que los tiene en orden inverso. cada primer elemento en 
GR es segundo elemento en AR —!, y cada segundo elemento en (R es primer elemento en A ' En consecuencia. 
el dominio de detinicion de A es el domimo de imágenes de (R' ' y el dominio de imagenes de R es el dominio 
de definición de A”. 


10. Sca GR la relación en los números naturales NY = (1,2, 3. ...] defimda por el enunciado formal 
«2x + y = 10», es decir, 


R=Ux yl]xeN, yen, 2x + y = 10] 


Dar (1) el dominio de definición de MÁ, (2) el dommo de imágenes de R, (3) AR7?. 
Solución: 

Observar primero que cl conjunto de solución de 2x + r = 30 es 

MA = /(1. 81 (2. 6). (3, 4). (4. 2); 
no obstante haber inhnttos elementos en N. 
(dh El daminio de definición de Á, que consiste en los primeros elementos de A, es (1, 2,3, 4* 
(27 El dommio de imágenes de AR. que consiste en los segundos elementos de A, es (8,6, 4,2 
(1) A ' se obtiene mtercambrando 1 e y en el enunciado formal que define a (KR. por tanto, 
Rm lirrdarNreÑn. x + 2y = 10! 
Si. pues como R>—* contiene los mismos pares que R pero en orden inverso, ÁL * se puede definir por 
RAR '= (8,1), 16, 2) 19. 3), (2, 4): 


RELACIONES REFLEXIVAS 
MH. ¿Cuándo una relación GR en un conjunto Á es no reflexiva ? 
Solución: 
Res no refleuiva sy hay al menos un elernento «4 1al que la. ade R 


12. Sean Ho (1.2.3, 4) y A = (1, 1). (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 4]!. ¿Es reflexiva R” 
Solución : 
¡Res no refleuiva porque 3EW y (3. 3)e0R, +. 
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3. 


14. 


15, 
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Sea A un conunto cualquiera y sea D la «diagonal» de A x A, es decir, D es el conjunto de todose 
los (a, «) con a £ A. ¿Qué relación hay entre todas las relaciones reflexivas A en A y D? 


Solución: 
Toda relación reflexiva A en 4 debe contener la «diagonal», es decir que D es un subconjunto de Gl si R 
es reflex.va 


Los siguentes enunciados formales definen cada uno una relación A en los números naturales N 
Decir en cada caso si la relución es o no reflexiva. 


(1) «x es menor o Igual que y». (3) «a+ y = 10» 
(2) «x divide a p», (4) «x e y son primos relativos». 
Solución : 


(1) ComoaS a para todo az Ñ, (a, a) e R. Asi que GA es reflexiva. 

(2) Puesto que lodo numero se divido a sí mismo, la relación es reflexiva 

(3) Siendo 3 + 3 = 10, 3 no está relacionado sonsigo mismo y, por tanto, G no es reflexiva 
(4) El máximo común divisor de 5 y 5 cs 5: asi. pues, (5, 5)£ R, con lo que A no es reflexiva, 


Sea E = (1. 2, 3). Examinense las siguientes relaciones en £: 
A ==, 0 210.720.123) A. = [(1, 2) 
BR, = (1, 2), (2. 3), (1. 3) 0l=ExE 
Ra a 2 23 13.2) (3, 3)) 


Decir de cada una de estas relaciones sí es o no reflexiva. 


Solución: 
Si una relación en £ es reflexiva, emonces UL, 1), (2, 21 y (3, 3) deben pertenecer a la relación. Así, pues, 
únicamente (R, y A, son reflexivas 


RELACIONES SIMETRICAS 


16. 


17, 


18. 


19. 


¿Cuándo una relación A en un conjunto Á es no simétrica? 


- Solución: 


A ex 10 simetrica «1 hay elementos e £ 4, he A tales que 
lab (o ae 


Nútese que e 2 A, so (a, he A implica 1h, 4) E R 


Dudva P 
Solución: 
A es no simernica. puesto que Je ).40 1. 13,4) R y 19,3) R 


123.93 4= MDAC IN es RN imcrica? 


¿Hay algún conjunto A en que toda relación en A sea simétrica ? 
Solución: 
Si 4 es el conjunta vacio os 4 solamente tiene un elemento, éntonces toda relución en 4 es eimélrica, 


Cada uno de los enunciados Formales siguientes define una relación (R en los números naturales N 
Decir de cada una si es 6 no una relación simétrica. 
(1) «x es menor o (gual que 1». (3) «x + y = 10», 
(2) «1 divide a y». (4) «x + 21 = 10» 
Solución: 
1) Como *< S pero53 3.13. 5S)ER y 15. 1)É GR. Asi yue Á no es simétrica 
(2) Cumo 2 divide a 4 pera no divide e 2, (2, 416% g(4, 234%. Y así, pues, A es no simetrica. 
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21. 


(3) Sia + A-=10,h + a = 10, es decir, que sí lo. h)2 R aqui se sigue que (h, a)e Ses. pues, simetrica 
(4) Se ve que (2, 4) c GR pero que (4, 2) £ GR, es decir. que 2 + 2(4) 10 pero 4 4 2421 += 10 Res no sime- 
Uned 


Dado £ =,1|!, 2, 3). sean las siguientes relaciones en £: 


GS) = (1. 1), (2. 1) (2. 2), (3, 2), (2, 3); A = ¿(1 0) (3, 2), (2, 34 
R= (0. 1) : RM.=Ex E 
AR = (1. 2) 

Establecer si estas relaciones son o no simétricas. 

Solución: 

(1) Al, es no simétrica puesto que (2, 1)£ GA, pera (1, 2) R,. (4) 6, es simétrica 

(2) (Gt, es simétrica. (5) Rs es simétrica 


(3) Ri, no es simetrica ya que (1. 2)£ R, pero (2, 1) 8). 


Demostrar: Sean A y R' relaciones simétricas en un conjunto 4; entonces R NA *s una relación 
simétrica en A. E 
Solución: 

Siendo % y A' subconjumios de .4 x 4. entonces R NR también es un subconjunto de 4 x 4 y, por con- 
siguiente, es una relación en 4. 

Sea (a. LERMA Entonces la, b)cR y (a. bjeR Como R y A son simetricas, (A, a) pertenece también 
a R y (», 4) pertenece también a A ; luego (hb. ale RO) R 

Queda demostrado que la, MEAN RA implica 16. ade RNR' y que. por tunto, AF (Recs samétrica. 


RELACIONES ANTISTIMETRICAS 


2. 


23, 


25. 


¿Cuándo una relación A en un conjunto A es no antisimétrica? 
Solución : z 
R es no antisimetrnica s: hay elementos a£ A.h£ 4,4 = h. tales que la, bl: Roy (hb ad AR 


Sea W =,1,2,3,4) y AR= [(1. 2). (3, 4), (2. 2), (3. 3). (2, ))!. ¿Es A antisimétrica? 
Solución: A 
A es ho antisimétnica, porque l2W,2£W.1+2, (1. DER y(, leR 


¿Puede una relación A en un conjunto A ser simétrica y antisimétrica? 
Solución : pS 
Cualquier subconjunto de la «diagonal» de A x A. esto cs. cualquier relación Ól en A en la que 


(a. hje Íl implique a = h 


es tanto almétrica como antisumétrica. 


Sea E = [1, 2, 3]. Considérense las siguientes relaciones en É: 


ME MESE AZ TL AZ. 2 SAIZ. 31 R = [01,104.30 (3.21 
R,= HIM Ri=ExE 
R = AE 2)! 


Decir de cada relación si es O ño untsimétrica 
Solución: 

(1) MR, no es antisimetrica. pues (3, 2). 0, y (2.3) AR, 
(2) BM, es antisimétnica 

(3) A, cs antisimétrica 

14) Gt, no es antisimetrica, porque 12, 332 0l, y 13,22 A, 
(5) Gt, no es antissmétrica. por la misma razón que en A, 
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26. Sea E-— !1. 2, 3. Dar un ejemplo de una relación (R en £ que no sea simétrica ni anti- 


27. 


simétrica. 


Solucióñ: 
La refación 0 = 41,2). (2.1), (2. 3) no es simétrica porque (2, 3] £ Ál pero (3, 23€ Al 


A tampaco es antisimetaica porque (1. 2)£ A y (2. l)eR. 


Cada uno de los siguientes enunciados formales define una relación Gl en los números naturales N, 


Decir de cada relación si es o no antisimétrica. a 
(1) «x es menor o igual que 1» (3) «ax + 21 — 10» 
(2) «x es menor que 1» (4) «x divide a 1» 
Solución : 


(1) Comoa< by bs a implican y = A. GR es antisimétnica. 

(2) Sia = h. entonces bien a < ho bien h < e: asi que Gl es antisimétrica. 
(3) El conjunto de solucion es 1? = )(2, 4). 44. 3), (6, 2), (X. 1) Obsérvese yue RNA 2D. que es un sub. : 
conjunto de la «diagonal» de N x N. Asi que Ól es antisimétrica. 

(4) Como u divide a 5 y h divide a a omplican a = h. A es antisimétrica. 


RELACIONES TRANSITIVAS 


28. 


29. 


31. 


¿Cuándo una relación en un conjunto A es no transitiva? 
Solución: 
A es no transiliva s1 hay elementos e. h y « de A no necesariamente distintos. tales que 
la. MeR. (bh o26R pera (a. cleR 


Sean W-,1,.2,3. 490 y R- 10.2 (4.3, 02.2.Q0. (61) ¿Es A transitiva? 
Sotución: 
(AR no es transitiva, pues (4, 3) GR. 13. TJ) R pero (4. Je R 


Sean W-—'11.2,3. 4) y A=/(Q, 21 (2, 31, 41. 4), (3, 2). ¿Es R transitiva? 
Solución: : 
A no es transitiva. puesto qué (3. 2) A, (2, 3) 0 pero (3. 3) € 9L 


Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación (R en los números naturales A 
Decir de cada relación si es transitiva o no. 


(1) «v es menor o igual a y» (3) «+ +y= 10» 
(2) «1 divide 1» (4) «x + 2r — 5» 


Solucion 
(1) Comet by h< aomplican e < e. la relacion es Lransiliva. 
(2) Sua diside a e divide a. entonces 4 divide a -, esto s. 


DiR. dE RO amplica tr. 216 


Asi que (% es transiliva 
Y Observese que 2 + BH = 10.8 +2 - Hy24 22 10: es decrr, 


Q.RER IBER pero 0238 


Ás que (Ropa es Iransiliva 
19) (no es transina. puesto que (2, 1) GL (1, 2)2 A pero (3, 212 A: esto us, 


34M) 51420) 5 pero 34 AUH=58 
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32. 


33. 


Demostrar: Si una relación A es transitiva, entonces su relación recíproca R ' también lo es. 
ami 

Sean ta. h) y (b, c) elementos de (R"?; entonces (e. beR y (b, aje Ri Como A es transiiva, (c, a) 
también pertenece a (A; luego (a, eje MA ?. 

Queda demostrado que (a, b)e A7*,(b,c)eR |! implican (a, c)e M7 '; luego Gt? es transitiva 


Dado £ = ft, 2, 3), sean las siguientes relaciones en E: 


R 1, 2), (2, 2) LA had (1, 1); 
R, = (1, 2), (2, 3), (1131 (Q, 0D), (1, 1) Ri=Ex E 
R, = (1, 2)) 


Establecer en cada relación si es o no transitiva. 
Solución : 
Todas las relaciones son transitivas menos la R,, que no lo es porque 


(2, l)e Az, (l, 23%, pero (2, 2)£A, 


RELACIONES Y FUNCIONES 


, 34, 


Dado W = [1, 2, 3, 4), sean las relaciones siguientes en W: 


GA, = ((1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1) R, = 1(1, 2), (3, 4), (4, 1) 
R; = ((1, 1) (1, 2), (1, 3), (1, 4) As = ((2, 1), (4, 4), (3, 10), Q. 3) 
BR, = (1, 1), (2, D, (3, 1), (4, 1) 


1 


Decir de cada una de estas relaciones si es o no una función de W en W, 
Solación : 
Primero tener en cuenta que una relación R en W es una función de W en W si, y solamente su, todo a £ W 
aparece como primer elemento en un par ordenado de (RR, y solo en uno. 
(1) Gi, es una función. 
(2) Gl, no es una función porque | e W y 1 aparece como primer clemento en (Il, 1) R, y en (1, 2) %R, 
13) Mi, es una función 
(4) GR, no es una función porque 2 £ W, pero 2 no aparece de primer elemento en niagún par ordenado de A, 
15) R, noes una función porque los dos pares ordenados diferentes (2, 1) y (2, 3), que pertenecen a A, tienen 
el mismo primer elemento 


Sean la relación R entre A y B representada en el diagrama de coordenadas de A x B. ¿Cómo 
se podría determsnar geométricamente si GR es o no es una función de A en B” 
Solución : z 

Si toda vertical contiene solamente un punto de R, entonces AR es una función de A en 8 


Sean A - [-4,4]. 8 - [0,4], € —- [-2,0]yD-—[ 4,0] y el enunciado formal P(x, y) que 
dice «1? + 14% - l6». De la consideración de las siguientes relaciones 


(1) 6, = (4, B, Pix, y) (4) Ry = (4, €, Pix, yh 
(2) GA, =(B, A, Píx, v)) (5) 6, = (4, D. Pix. y)! 
(0) A, = (B, B. Píx, y) 


concluir cuáles son funciones y cuáles no lo son. 
Salación : 

Notese primero que la relación A en los números reales definida por 1? + + 
de un círculo de radro 4 con centro en el origen. como se ve cn la Figura 6-6. 


2 - 16 comprende los puntos 
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dx Ben sombreado 
Ro prisento con dd Representación de A 


Fig. 6-6 Fig. 6-7 
U) Representar 4 x Ben el diagrama cartesiano de R x R mdiando A por sombreado del área apropiada 
como se ve en la Figura 6-7 
La intersección del circulo (R con A x Bes GR, Notese que cada veriwcal por 4 contiene precmamento 
4n punto de (R,, lo que hace que GR, sea una función 
(2) Representar $ x A y Men un diagrama cariestano como se ve en la Figura 6 8 


BR, R(,1B » 4] Se ve que hay vertical por elementos de B que contienen dos puntos de (Ra, lue- 
go R, no es una funcion 


Pos den umbreaido Be Ben sombreado 
Represenonton de KR Represent sion de H 
Fig. 6-8 Fig. 6-9 


(3d) Representar 8 < 8 y Gl en el diagrama cartestano de R x R como se ve en la Figura 6-9, 
Cada vertical por cada elemento de B contiene precisamente un punto de A, — ARNV(B x B), as, 
que A, es una función 
(4) Representar 4 x C y R en el dsagrama cartesiano de R x R coma en la Figura 6-10 
La vertical por De A no contiene ningún punto de A,¿. f¿  RM(4xC), luego Ra no es 
una (unción 


LL (Coon sombreado Ax Pen sombreado 
Repoosentación de Representac un de R 
Fig. 6-10 Fig. 6-11 


(5) Representar A x D y G en un diagrama de coordenadas de R x R como en la Figura 6-11 
Notar que cada vertical por cualquier elemento de 4 contiene precisamente un punto de Út, 
RNA xx D) y. por tanto, A, es una función de A en D 


PROBLEMAS DIVERSOS 
37. Sea R la relacion en los números naturales N definida por el enunciado formal «(1 — +) es divisI- 
ble por 5», es decir, 
Rx y) re. reN, (x — y) es divisible por 5) 
Demostrar que (R es una relación de equivalencia. 
Solución: 
Sea ge A, entonces la — a) = Des divisible por 5 y, por tanto, (4, a) e R, con do que H es reflexiva, 
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Sea (a, h)E Ót; entonces (a — b) es divisible por 5 y. por tanto. (há — a) - —(a — $) también es divistble 
por 5. Por leo que (5. a) pertenece a R, Como 


Ñ (e, bjezÓ implica (bh. ajeR 
RA es simétrica. . 
Sean (a, b)e MA y (bh, cje A: entonces la - h) y (b — e) son divisibles por 5. Por tanto, lu ¿)= (le h)+ 
(b — £) es también divisible por 5, esto es, (a, c) pertenece a R. Como 
la.beR y (b.c)eR implica (a.cle fi 
R cs transitiva, 
Siendo A reflexiva, simétrica y transitiva. (A es. por definición, una relación de equivalencia 


Sean A y A' relaciones en un conjunto A. Demostrar las siguientes proposiciones 


(1) Si GA es simétrica y si Gi' es simétrica, entonces A U (' es simétrica. 

(2) Si A es reflexiva y R' es una relación cualquiera, entonces RU R' es reflexiva. 

Solución: 

(1) Si(a,bje A | GR, entonces (a, b) pertenece a Á o a A, que son simétricas. Luego (4, 2) pertenece también 
aRoaR,o ses que (b, a): 0 UY A” y RU A' es simétrica. 

(2) Gees reflexiva si, y solo si, ( contiene la «diagonal» D de A x A. Pero DC Ay AC Ru A implican 
DC RA y A. Por consiguiente, R Y R' es reflexiva. 


Sean Gt y R' relaciones en un conjunto A. Demostrar la falsedad de los siguientes razonamientos 
valiéndose de un contraejemplo, es decir, de un ejemplo en que el razonamiento no es verdadero, 


(1) Si A es antisimétrica y Gi” es antisimétrica, entonces AU R' es antisimétrica, 

(2) Si Gl es transitiva y G' es transitiva, entonces RUY A” es transitiva. 

Soltuctón : 

(hd) R= (1,2) y AR 
trica. 

(2) A= (1,2) y A 


1(2. 1)) son ambas antisamétricas; pero R Y A' = [(1, 2), (2. 1); no es antismé- 


(2, 3) son cada una Iransilivas, pero AU R'= ((1, 2), (2. 3) no es transitiva. 


Sean R=l(x, y)]xsR, yeR, y =x*) 


R'=([(x, p)jxerR, yeR. y =x +2] 


Notar que GM y R' son ambas relaciones en los números reales. 

(1) Representar la relación Rf (R' en el diagrama cartesiano de R x R. 

(2) Averiguar el dominio de definición de RN A". 

(3) Averiguar el dommio de imágenes de R NR. 

Solución : 

(1) Representar Ól en un diagrama de R x R como en el Problema 4 rayando Ál con trazos inclinados a la de- 
recha (// /): y en el mismo diagrama representar (R' con trazos inclinados a la izquierda (M1), como se ve 
en la Fig. 6-12. El área con doble rayado es R (1 A'. Así aparece Rf A" representado en la Figura 6-13, 


Representación de A y (%' 
Fig. 6-12 Fig. 6-13 
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(2) El domunio de definición de A 1 A” es [ — 1. 2], pues toda vertical por cada punto de este intervalo, y solo 
por esos puntos, contiene 4n punto de R (yA 

(3) El dominio de imágenes de A NN A' es [O, 4], porque toda horizontal por cada punto de este intervalo, y 
solo por esos puntos, contiene al menos un punto de A Ny R”. 


Problemas propuestos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 


41. 


Sea (R una relación en A = 12, 3, 4, 5) definida por el enunciado formal «x e y son primos relativos», esto es, 
«el único divisor común de ve yes l», 

(1) Averiguar el conjunto de solución de A, o lo que es lo mismo, escribir A; como un conjunto de pares ordenados, 
(2) Representar A en un diagrama de coordenadas de A x A. 


Sca A la relación en B - 12,3, 4, $, 6) definida por el enunciado formal «|x — y] es divisible por 3». Escribir R 
como un conjunto de pares ordenados 


Dados (' = ¡1,2, 3,4. 5) y la relación Gt en €' por el conjunto de puntos representados en el siguiente diagrama 
de coordenadas de ( x C: 


(1) > Establecer si es verdadero o falso: (a) 14, (6) 245, (01341, (41543. 
(2) Escribir los sigusentes subconjuntos de € en forma tabular: 


(a) (| 3Mz) (ce) tz | (2,234) 
(b) [zx | (4,2) e) (dd) (A|xAS; 
Hallar (3) el dormmo de definición de $, (4) el dommio de imágenes de KR, (5) A 7 ?. 


Los enunciados formales que siguen definen sendas relaciones en los números reales. Representar cada relación 
en un diagrama de coordenadas de R x R. 


() y < 72-442 S) z< y 
(2) y =3+2 (4) e =seny 


Sca A = tx, y)]xeR,peR xi + 4y?S 16). 
(1) Representar AR en el diagrama de KR x R. Hallar (2)el dominio de definición de A, (3)el dominio de imágenes de R. 


Sa R =[(x, y) ]xeR. yeR. xi — 1724]. 

(1) Representar A en el diagrama cartesiano de R x R. Hallar (2) el domimo de definición de A, (3) el dominio 
de imágenes de R. (4) Definir A !. 

Sea R la relación en los números nalurales N definida por el enunciado formal «x + 3y = 12». Dicho de otra 

e MR = [(x, y)|xeWN. yeN.x + 3y = 12) 


(1) Escribir 6% como un conjunto de pares ordenados. Hallar (2) el dominio de definición de A, (3) el dominio 
de imágenes de R, (4) 7 *. 
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4. Sea Gl la relación en los números naturales N defimda por 2x + 4r 15 


(1) Escribir Al como conjunto de pares ordenados. Hallar (2) cl domino de definición de (A. (1) el dominio de 
imágenes de A, (4) R ? 


RELACIONES REFLEXIVAS, SIMETRICAS, ANTISIMETRICAS Y TRANSITIVAS 


30. 


51. 


Dado W = j1, 2, 3, 4) considérense las siguientes relaciones cn W 
A, - ((1. 1. (1, 2) Ah - 10.0.0.2.0 3 
R, = (1, HD, (2.3) (4, 1) A, - Wx W 
A), — ((1. 3) (2. 4) 
Establecer para cada una sy es O no: (1) simétnica, (2) antismétrica. (9) transitiva. (4) reflexiva 


Establecer la verdad o falsedad de los razonanuentos que siguen. supomendo que Á y A son relaciones en un 


conjunto A 


(1) Si Al es simétnca, entonces A? es simétrica. 

(2) Si A es antusimétrnica, entonces R ' es antesimétrica 

(3) Si GR es refleniva. entonces RN)R ' $ Y 

(4) Si GR es simétrica, entonces ANA * 4 Q 

15) Si A es transitiva y R' es transitiva, entonces AU M' es transitiva 

(6) Si R es transitiva y Úl' es Iransitiva, entonces Al (1 A es transitiva 

(1 Si AR es antisimétnica y R' es antisamétnca, entonces (RJ Á' es antisamétrica 
(8) SA es antisimétnca y Gl es antisiméinica, entonces MA 7 R' es anlisamétrica 
(9) Si Al es reflexiva y R' es reflexiva, entonces RI) es reflexva. 

(10) Si R es reflexiva y A' es releva, entonces (R y R' es reflexiva. 


Sea L el conjunto de rectas del plano euclidiano y sea la relación (R definida en £ por «x es paralela a y» 
Decir sí A es o no (1) refiexiva, (2) simétrica. (3) antisamétnica, (4) transiuva. (Se acepta que una recta es parale 
la a sí misma.) 


Dado £, el conjunto de rectas del plano enclidiano, sea A la relación en £ definida por «x es perpendicular a 1» 
Decir sí: GR es o no (1) reflexiva. (2) sametrica, (3) antiseméinica, (4) transitiva. 


Dada una familia .£ de conjuntos, sea (R la relación definida en ef por «1 es disjunto de y» Decir sí A es o no 
(1) refleyuva. (2) simetnca, (3) amtisimétrica, (4) Lransitiva 


¿Que clase de relación es R SS (1)RNRA*=DB QA A" 


Cada enunciado formal de los que siguen define una relación en los números naturales Y 


11) «vw es mayor que y». (3) «x por y es el cuadrado de un numero» 
(2) «x es múltiplo de y». (49 «at de 1» 


Decir de cada relación se es o no (a) reflemva. (b) simétrica. (c) antisumetrica, (d) transiliva 


RELACIONES Y FUNCIONES 


56. 


Dado FT fa. P. c. d;. considerar las siguientes relaciones cn YT 


(1) 0, = ¡(a, b), (b, 0), (c, d). (d. a); 4)-R, a. ad lb.) de ad id dy 
(2) M, = [ib, a). (tc. d). (b. al. la. h), (d. »y! 151 A. (hal da 0d td dy 
(DY R,- ¡ld o). (e. b), la, 6), (d. dy; 


Establecer si cada relación es o no una función. 
SeaA=| 4,418 [0.4], € - [ 4,0]. y sea el enunciado formal Plx. 1) que quiere decr«r? 4 44% d6»n 
Considerar las relaciones siguientes 


(1D) 8, (48. PA 1). 018, 18,4. Pain 
(2) RE, - (A4,C. Pítr, vp) 14M BC Pra 


Representar cada relación en un plano cartesiano como en cl Prublema 36. y esteblecer y la relación es o no una 
función 


100 
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Dados 4 - [0,x[,8 ] -x.01 € [2 >[.0  ]-x.- 2] y el enunciado formal Píx. 1) que significa 
«x? - 4? = 4», considerar la relacion 


R <= 141. Y. Pix. 1 
donde Ye Y «on conjuntos desconocidos Si A e Y pueden ser cualesquiera de los enalro conjuntos anteriores ¿vud- 
les de las diecisers relaciones son funciones” ¿Sugerencta. primero representar Pl1, 1) en un plano carlesiano ) 


Sea A cualquier conjunto 
(1) ¿Hay mas de una relación reficxiiva en 4 que ses una función? 
(2) ¿Hay alguna relación reflexiva en Á que sca una función ? 


Demostrar 51 4 ño es vacio y A es una relación transitiva en A que do contiene ningun «elemento de la diago- 
nal» (Y, 1) A x A, entonces A no es una función en 4 


PROBLEMAS DIVERSOS ,: 


bl. 


62, 


41. 


Considerense las mguientes relaciones en los números reales: 
R=Ux 1) ] veR, veR 4 4 4 5 28; 
GU = Ma rilarR. ref. vr 2 4n?/91 
(1) Representar la relación AY R' en un diagrama de coordenadas de Rx R 
(2) Averiguar el dominio de definición de RN A'. (3) Hallar el domo de imágenes de NR 


Considerense los siguientes conjuntos de pares de numeros reales. o sea relaciones cn R 


(MD) (ay! ey E 26) 0 tix,y) | y = 3x/4) 
(1D (y, 24 y > 25) 0 (2,9) | y = 4x*/9) 
() Hp )] + y! = 26) U [(x, y) | y = 4x"/9) 
(4) (ey, 2+y*< 260 (2,4) | y < 3x/4) 


Representar cada relación en un diagrama de coordenadas de Rx R y establecer el domimo de definición 
y el dominio de imágenes, 


Sea 4 el conjunto de las personas. Cada enuncuido formal siBtnente define una relacion Ól Pura cada una de estas 
relaciones, hallar un enunciado formal. el llamado a veces «enunciado recíproco», que defina la relación reciproca 


(1) «x es el marido de y» (4) «x es más rico que y» 
(2) «x es mayor que 1» ($) «x es más inteligente que 1» 
(3) «x es más alo que y» 


Sean N los numeros naturales. Cada enunciado formai de los que siguen define una relación en N Para cuda una 
de tales relaciones. encontras un enunciado formal que defina la relacion reciproca 


(1) «xr es mayor que y» (3) «x es múltiplo de 1» 
(2) «x es mayor o igual que 1» (4) «2x + 3y = 30» 


Respuestas a los problemas propuestos 


(1) R - ((2,3), (2,5), (3,2), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (4, 5), (5,2), (5, 3), (5, 4)) 
(2) 
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42, RA - ((2,2), (2,5), (3,3), (3,6), (4,4), (5, 5), (5,2), (6. 6). (6, 3)) 


48. (1) (a) Cierto. (hb) Falso, fe) Falso. (d) Cierto. 
(2) (a) (1,4,6), (b) Y, (c) (2,3,4), (d) (3) 
(3) (1,8,5) (44 (1,2,4,5) 
(5) A?! = ((1,3), (1,5), (2,1), (2,5), (4,1), (4,3), (4, 5), (5, 3) 


3) 


121 El dommio de definición de Gus [ -4. 4] (1 El domimio de imágenes de Res ( 22] 


(2) El dominio de defimción de GR es la[|x>20vY< -21 
(3) El dommio de definición de GR es R. 
14) BR? Mx. y)]reR. yeR x? ys aj. 


. 
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47. (1) A - ((9, 1), 46. 2) (3, 3)) 8) (112.31 
(2) (9,63 4 .R*= (1,9, 2, 61, G. 35 


8 (03,080.01. 49. 


49. (1) A, y R, son simétricas. (3) Todas las relaciones son transitivas, 
(2) Solo RR, no es antisimetnca. (4) Solo R, es reflexiva. 

50 (1) Cierta (3) Cierta (15) Falsa (7) Falsa (9) Cierta 
(2) Cierta (4) Falsa (6) Cierta (8) Crerta (10) Cierta 


51. G es reflexiva, simetrica y transibiva. esto es, una relación equevalenie. (R no es antisimelrica 
$2, GM es solo simetrica 
53, Res solo simetrica 
54. (1) antisunétrnca, (2) simetrica 
55. (1) anusimétrica y transitiva. 
(2) reflexiva, antisimétnica y transiliva 
(3) reflexiva, simeirica y transitiva, esto es, una relación equivalenle. 


(4) antisimetnca y Iransiliva. 


Ss. (1) Si, (2) Si, (3) No, (4) Sí. (5) No 


ST. 41) (2) 
2 
> 4 4 
4 
6, es una funcion AR, es una funcion 
(3) (4) 
(K, ho cs una funcion R, <s una funcion 


SN. Las únicas relaciones que son funciones son: 
BR A(C.A. Ple Ph R-A(C, B. Píx. y) R- AD, A, Pix, y), R  (D, B, Pix. yl 


$. La unica relacion reflexiva en un conjunto A que es una función, es la relación que solo contiene los pares orde- 
nados de la «diagonal» de A x A; define la función idéntica sobre A. Por tanto, (1) no, 2) sí. 
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60. Como 4 + £. hay algún elemento e € A. Si (R es una funcion, hay entonces un par ordenado (a. hb] e R tal que, 
por hipotesis. e * h, Y. además, como he A. hay un par ordenado (h, e) € Gl tal que + = ¿ Como Res transitiva 


la. PHe0R y tb. ce 6 implica da. cie A 


As 
la. hjeR. la. ce R hz 


(R'no puede ser Una Pencion puesto que contiene dos pares ordenados diferentes con el mismo primer elemento 


61. 41) 
A BR en sombreado 
42) [23,3 
(3) 0,5 
62. 11) (2) 
El donmno de debnicion es [| - 5. 4] El domunio de definición es R 
El don de imagenes es [ - 3, $] El domina de imagenes es [4, + ( 
3) (4) 
Ll dontmo de defmición es R El domino de debieron es fr de $ 
Li domimo de imagenes es | +5, £[ El dominio de imagenes es 4] 813 


63. (1) «x es la esposa de y» 
12) «xs es menor que 1» 
13) «x es más bajo que 1» 
(4) «x es mas pobre que y» 
(5) «1í es menos mteligente que v» 


64, (1) «x es menor que y» 
(2) «x es menor o igual que y» 
(3) «x divide a 1» o «y es un factor de y» 
(4) «Bx + 2y = 30» 


Capítulo 7 


Complementos a la teoría de conjuntos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS 


Las Operaciones de unton, mterscución + de complemento entre conjuntos cumplen turas ,eyOs 
es decir, verifican ciertas identidades, En la Tubla | se enuncian estas leyes, la mayoría de las cuales 
ya ose han visto y demostrado en el Capitulo 2 Hay una rama de las matemáticas en que se investiga 
la leoria de conjuntos estudiando aquellos teoremas que se deducen de estus leyes, es decir, aquellos 
teoremas cuya demostracion requiere de estas leyes y solu de ellas. Se dirá que las leyes de la Tabla | 
y sus consecuencias constituyen el álgebra de conjuntos 


LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS 


Leyes de idempotencia 
lb. ANA 


Leyes asociativas 
(AO0B) '€ = AvIBUC) 2b. (AnKbnC = An(iBnC) 
Leyes conmutativas 
3b. ÁANB = BoA 


Leyes disvributivas 


ALIBNC) = (AUBIMALC) 4b. ÁAMBUC) = (ANBIUIANC) 


Leyes de identidad 


5b. ANU = 
6b AnGO = 


Leyes de complemento 
Tb. ANA' = Y 
8b. "=P, pP' =U 


Leyes de De Morgan 
(AUBy = A'MB' Pb, (ABI = A'UB' 


Tabla 1 


Es de notar que el concepto de «elemento» y la relación «a pertenece a A» no aparecen en ninguna 
parte en la Tabla 1, Aunque estos conceptos eran esenciales para el desarroilo previo de la teoría de 


conjuntos, ño aparecen al mvestigar el álgebra de conjuntos. La relación «A es un subconjunto de B» 
se define en esta álgebra de conjuntos por 


ACB sigritica ANNB=A 
104 
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Por vía de ejemplo se demuestran dos teoremas de esta álgebra de conjuntos, es decir, se demues- 
tran los dos teoremas siguientes que se deducen directamente de las leyes de la Tabla 1. En la sección 


de problemas se dan otros teoremas y demostraciones. 
Ejemplo 1-4: Demostrar 14 U BIN I4U B) = A 


LL MAMUBINMAUB)- AVIBO BA) 1. Ley distributiva 

2. BNS8=Y 2. Ley del complemento 
A CIAULBAN11UB)=4US 3, Sustitución 

38 AUDB=A 4. Ley de identidaxl 

S. CIAUBICAUB)=A 5, Sustitución 


Ejemplo 1-2: Demostrar: ACByBCC implica ACC 


Proposición Razón 
A=ANMByB=BNC Defimeión de subconjuntos 


l ¡EE 

2 CA=ZANIBNC) 2.. Sustitución 

1 A=UANBABANC 3. Ley asociativa 
A AAN E 4, Susutucion 

5 5, 


e ACA Definicion de subconjunto 


PRINCIPIO DE DUALIDAD 
Si se intercambian y y N como también U y Z en cualquier razonamiento sobre conjuntos, el 
nuevo enunciado resultante se llama dual del primero. 


Ejemplo 2-1; El dual de 
UUBNIAUD)=A 


us 


(GONBUIANU= A 
Obsérvese que la dual de cada ley de la Tabla 1 está también en la Tabla 1. hecho sumamente ¡m- 
portante por el siguiente principio: 


Principio de dualidad: Si ciertos axiomas implican sus propios duales, entonces el dual de cualquier 
teorema que sea consecuencia de los axiomas, es también consecuencia de 
los axiomas. Pues dados cualquier teorema y su demostración, el dual del 
teorema se puede demostrar del mismo modo empleando el dual de cada paso 


de la primera demostración. 


Asi se aplica el principio de dualidad al álgebra de conjuntos. 
Ejermplo 2-2: Demostrar (AMIBU (AN B)= A 


Et dual de este teorema esta demostrado en el Ejemplo 1-1. por tanto, este leorema es 
cierto por el principio de dualidad. 


CONJUNTOS INDIZADOS+ 
Seun los conjuntos 
Ay =|([1,10), 4,=12,4,6,10;, 43=(36,9. A¿=/4,8;, As =¿3.6,10/ 


y el conjunto 
1=31,.2.3,4, 51 


Se ve que a cada elemento ¡e [ corresponde un conjunto A, Se dice entonces que / es cl conjunta de ín- 
dices, que los conjuntos (4;...-., As! están indizados y que la í susenta de 4, es decir, cada sE ld, es 
un índice. Una farmlia semejante de conjuntos indizacos se denola por 
Ares 
+ No hay mejor traducción para un verbo ya corriente en francos y en ingles que esta palabra por lo demas perlectamente 
bien formada, clara y cortcisa 
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Una famila mdizada de conjuntos se puede considerar desde otro punta de visla, ya que a cada 
elemento ¡e ] se le asigna un conjunto 4,. Se establece entonces la 


Definición 7-4: Una famuiha indizada de conjuntos ¡4,;,, es una función 


tre. d 
tilo 


en que el dominio de definicion de f es el conjunto de indices / y el dominio de imá- 
genes de f es una familia de conjuntos. 


Ejemplo 3-1: Defimdo B, = l1 10 <1 = (1 1). donde 14€ N. los numeros naturales, Entonces 
B, = [0. 1]. B, = [0. $]. 
Ejemplo 3-2: Sea ¿ el conjunto de las palabras españolas e +2 f Definiendo 
P,= ¡x|v es una letra de la palabra ¿e f; 
St ¿es la palabra «palabra», entonces 
P.= ¡p. «a bb 
Ejemplo 3-3: Definase D, = ¿1 ] 1 es multiplo de «;. donde ne A. los numeros naturales Entonces 
D,=31.2.3 4. ...1,D,=24,6.8....].03=13.6.9 142... 


Es de notar que el conjunto de indices N es tambien D y asimismo es el conjunto universal 
para los conjuntos indizados 


Observación 7-1: Toda familia 4 de conjuntos puede scr indizada por sí misma En especial. la fun- 
ción idéntica ES A 
es una familia indizada de conjuntos 
¡Anos 


donde 4, £ He ¿= 4, Es decir. el indice de cualquier conjunto de 4 es el conjunto 
mismo. 


OPERACIONES GENERALIZADAS 


Las operaciones de unión y de intersección. definidas para dos conjuntos. se generalizan fácil- 


mente por inducción a un número finito de conjuntos. Asi. dados los'conjuntos 4/. .. An 
Ulz, A = AJUAz¿U... UA, 
Mm_,4A = A¡NA:N...NA, 


Por la ley asociativa, la unión (mtersección) de los conjuntos se puede efectuar agrupándolos de cual- 
quier modo, así que no es preciso utilizar paréntesis en las expresiones antertores. 
Se generalizan estos conceptos de la siguiente manera. Sea la familia indizada de conjuntos 


(Aj) iel 
y sea J CT. Entonces Usos As 
consiste en aquellos elementos que pertenecen al menos a uno de los A,. siendo ;£ 4. Así. pues, 


Ures Ar = Lx | existe un ¿e J tal que xe Aj; 
De igual manera Dies A, 
consiste en aquellos elementos que pertenecen a todos los A,, siendo ¿ £ 4. O lo que es lo mismo. 
Dies A; = Ax | rEÁ; para todo LESA 
Ejemplo 4-1: Sean A, = 41. 10)..4, = 12,4, 6. 10), Az = (3,6,9/. 4, = 14,8). 44 = (5. 6, 10): 
y J= (2, 3, 5]. Entonces 
MeA4A=161) y Uy Aj=142,8. 6, 10, 3, 9, S| 
Ejemplo 4-2: Sea B, =[0. l/n] con ne N, los números naturales. Entonces 
Mun B, (04 y  UimBr= [0, 1] 
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Ejemplo 4-3: Sea D, = |x| x es múltiplo de nj, donde ne N los números naturales Entonces 


MienD, =P 


Existen también leyes distributivas generalizadas para un conjunto B y una familia indizada de 
conjuntos (4;),,,- Se tiene así: 


Teorema 7-1: Dada una familia indizada de conjuntos (4,!,, ,, para cualquier conjunto B es 
BN(UVis: Aj = Urr(BNA) 
BU(Mier A) = Mier (BUA)) 


En los Ibros donde se escribe 4 + B para la unión de dos conjuntos y AB paa la intersección de 
dos conjuntos, el Teorema 7-1 se escribe 


B2 Ar = 2,B4 
B + T 4 = [[ (B +A) 
PARTICIONES 
Considerando el conjunto A — [1,2,..., 9, 10) y los subconjuntos suyos 
B, = 141,3), B, = (7.3. 10), B, = (2,5, 6), B, = 14,9) 
la familia de conjuntos 4 = [B,, B,, By, B,] tiene dos propiedades importantes: 
(1) 4 esla unión de los conjuntos de 4, o sea 
A =B,UB¿UByU Ba 
(2) Para cualesquiera conjuntos B; y B, 
o bien B, = B, o bien BN B, = £Z. 
Se dice de una familia semejante de conjuntos que es una partición de A. Se da, pues, la 
Definición 7-2: Dada una familia (B,),,, no vacia de subconjuntos de A. (B,),,, es una partición 


de A si 
Pi: Ús B, = A , 
P,: Para cualesquiera B,, B,, o bien B,= B,, o bien B,N B,= Y 
Y entonces cada B, se dice una clase de equivalencia de A. 
Ejemplo 5-1: Sean N =(1,2,3,...1)E=(2,4,6,--.)y F=(1,3,5,...). Aquí (E, F] es, pues. 
una partición de N. 


Ejemplo 5-2: Sean T - [1,2,...,9,10) y los 4A=/1,3,5),8=(2.6,10yC (4,8, 9) En este caso 
lA, B, Cj no es una partición de T, pues 
TAHAUBOC 
es decir, porque 7E T pero 7£(4UBUC) 


Ejemplo 5-3: Dado T :[1,2,..., 9. 10] y los F (1,3,5,7,9),G = (2,4, 10) y H - 3,5, 6,8). En- 
tonces [F, G, H) no es una paftición de T porque 
FENHED. F+H 
Ejemplo 5-4: Sean y,, Yz. 3 € Ya, respectivamente, las palabras «libro», «danza», «brillo», «jeque» y sea 
A=(lh a, tu j mn, 2,b,0, d, q, €, 1] 
Definase, además, 
P,¡= lx|x es una letra de la palabra y,! 
Aqui se tiene que (P,, Pz. Py, P,) es una partición de A. Obsérvese que P, y Pz no son dis- 


juntos, pero no hay contradicción porque los conjuntos son iguales. ¿Este ejemplo es alta- 
mente instructivo; averígilense los conjuntos P, y verdfiquese ss definen una partición de A.) 
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RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES 


Recuérdese la siguiente 
Definición: Una relación R en un conjunto Á es una relación de equivalencia si: 
11) Res reflexiva, esto es, para todo a £ A, a está relacionado consigo mismo; 
(1) Res simetncea, esto es, si a está relacionado cOn b, entonces bh está relacionado con a, 
(3) Res transitiva, esto es, si a está relacionado con 5 y 6 está relacionado con e, enton- 
ces 4 está relacionado con £. 


Se vinculan particiones y relaciones de equivalencia por el 


Teorema 7-2: Teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia: Sea A una relación de equi- 
valencia en un conjunto Á y para todo u £ Á sea 


B.= ix](x,ajeñ! 
que es el conjunto de elementos relacionados con «. Entonces la familia de conjuntos 


Bañac A 
es una partición de A. 


Lo que quiere dev que una relación de equivalencia A en un conjunto A produce una particion 
del conjunto A al reunir todos los elementos que están relacionados entre si, en la misma clase de equa- 
valencia. 

El conjunto 8, es la clase de equivalencia determinada por « y el conjunto de clases de equivalencia 
(Bajr.4 58 denota por 

A/A 
que se llama el conjunto cociente. 
El reciproco del teorema anterior es también cierto. Se tiene, pues. 


Teorema 7-3: Sea (B,|,,, una partición de A y sea MR la relación en A definida por el enunciado for- 
mal «x está en el mismo conjunto (de la familia (8,),,,) en que está v». Gi es entonces 
una relación de equivalencia en A, 


Asi. pues, hay una correspondencia biunivoca entre todas las particiones de un conjunto A y todas 
las relaciones de equivalencia en A. 


Ejemplo 6-f: Enel plano enclidiano, la semejanza de triángulos es una relación de equivalencia. Ást, pues, 
todos los triángulos del plano se reparten en conjuntos disjuntos de modo que todos los 
triángulos semejantes entre si son elementos del mismo conjunto. 


Ejemplo 6-2: Sea Gt, la relación definida en los enteros por 
x = y (mod $) 


lo que se lee «x es congruente con y módulo $» y que significa «x — y es dywisible por 5». Aquií 
es A, una relación de equivalencia. Hay cinco clases de eguivalencia en Z/Ri Ep. E,, Ez, 
E, y E,. Como todo entero x se puede expresar de una sola manera en la torma x = %4 ++, 
donde 0 <r < 5, entonces x es un elemento de ta clase de equivalencia £,, donde r es el 


resto. Ásj 
Es = 1..., —-10, —5, 0, 5, 10, ...) 
E, = (f...,-9, -4,1,6,11, ...) 
Ez = (...,-8, 3,2, 7,12, ...)? 
Es = (...,—7, -2,3,8,13, ...) 
Es = Í.... —6, —1, 4d, 9, 14, a 


y el conjunto cociente es Z/R, = (Ep, E,, Ez, Ey, E,). 


CAP 7] COMPLEMENTOS A LA TEORÍA DE CONFUNTOS 169 


Problemas resueltos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 


4, 


5, 


Escribir el dual en cada uno de los casos siguientes: 
DUBY ON A= (IBAN (CNA) 2) AUY(4NB)=A1U BB IlUANDUNDLA=Y 
Solución: 

En cada proposición mtercambrar y y M. y D y U: así que 
ID MBOONA- IB AIMICUA) (2 ANIALB=ANMB (3) ISIAUBIS IM INA)= U 
Demostrar la ley distributiva a la derecha: (BU CHNJA=(BNAI (CNA) 
Solución: 


Proposición j Razón 
LL (BICINA=ANIBNC) l. Ley conmutativa 
2 = (ANBUIANC) . 2. Ley distributiva 
3 = BNO AY (CNA) 3, Ley conmutativa 


Demostrar: (BN CUA = (BLU A)JNMIC L A) 


Solución : 
Mendo 1 El dual de este teorema se demostró en e, Problemu 2 Por tanto, el teorema vs verdadero por 
el principio de duubidad 
Metodo 2 
Proposición Razón 
Il. ABNCILA=sSAVIBNC) l. Ley conmutativa 
RA = (AY BINIALC) 2. Ley distibutiva 
3, = (BYGAJNI(C LA) 3, Ley conmutativa 
Demostrar: (4NDBU(IANB')=A, 
Solución: 
Metodo | Por el principio de dualidad el teorema es cierto, puesto que su dual se demostró en el 
Ejemplo 1-1, 
Método 2, E - —Razó 
l, ANBIJIAN)=AN(1BJIB) 1. Ley distributiva 
2. ByB=U 2. Ley del complemento 
3) (ANBUVIANB)=AMU 3. Sustitución 
4 ANÑNU=A 4. Ley de identidad 
$ AUMNBVIANB)= A 5. Sustitución 
Demostrar: Si AU B=U, entonces A' CB. 33 
Solución : 
Proposición Razón 
UNA =A Ley de identidad 
AUB=U Hipótesis 


Sustitución 

Ley distributiva a la derecha 
Ley del complemento 

Ley de identidad 
Definición de subconjunto 


AUBNA = 4 
ANAJUIBNA)= A 
DUBNAI=A' 
AMB=A' 

4acB 


ADM asp 
-=J] Dn 2 1) Ni —- 
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CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 
6. Sea 4, - 111 es múltiplo de 1), donde ne N. los números naturales. Averiguar: (1) A, (1 Az. 
(DAL AL (Up A, siendo P el conjunto de los números primos 2, 3, 5,7, 11. 
Solución: 
(tp Los numeros divisibles por 3 y por 5 sor multiplos de 13: entonces 
ASMA. = As 
(2) Los múltiplos de 12, y solo estos números, estan en ambos conjuntos Á, y As. as5 que 
ALMA, = Arz 
(3) Todo número natural. excepto 1. es multiplo de un número primo por lo menos, asi, pues, 
UnrA=12.3.4....1=N—-|0 
7. Sea B,= [1 + + 1]. donde r€ Z, los números enteros. Averiguar (1) B, |, B,, (2) B,(M) Ba, 
3) UL, B. 14) Uj.z Bo. 
Solución: 
(1) B, U B) contiene todos los puntos de los intervalos [t, 2] y [2. 3]; con que 
B,UB, =[1. 3] 
12) ByN B, contiene los puntos que están en los dos [3, 4] y [4, 5), asi que 
BNB,= 4 
(3) 1,8, es la unión de los conjuntos [7, 8]. [8. 9]...... [18, 19]. se tiene. por tanto, 
UM»?B, = [7. 19] 


(4) Como todo número real pertenece par lo menos a uno de los intervalos (1. + + 1], entonces y, 8, — R. 


8. Dado D, = JO, V'n[. donde ne N. los números naturales. Hallar: 


(1) DsUD; (3) D.UD: (5) Usea Di, donde A es un subconjunto de A 
(2) D:MD» (4) D,ND, (6) Mien Di 


Solución : 
(1) Como JO, 13[ es un superconjunto de ]0, 1/7[. D, U D, = D,,. 
(2) Como J0.1 20] es un subconjunto de ]0, 1/3[. Dx Ni Dzo = Dzo. 


(3) Sea m = min (+, 1), esto es, el menor de los dos números s y f; entonces D,, es igual y O, 0 4 D, y contiene 
al otro como subconjunto. Asi. pues, D, UY D, = D.,. 


(4) Sea Af - max (s, f), esto es, el mayor de los dos números. Entonces D, N D, = Dy. 
(51 Sea ae A el menor numero natural en A. Entonces (),,¿0D, = D,. 
(6) Si x es un número real, hay entonces al menos un número +, tal que x € JO, 1 Portanto. N.D - Y 


9. Demostrar: BNIQY,.1 4) = U¡.1 18 N Aj). 


Solución : 

Si y pertenece a BN (Ui,; A,), entonces xe By x £ (U¡., A); así. pues, existe un 7, tal que x € 4,,. Por cons1- 
guiente. 1 pertenece a 8.7 A,,. lo cual implica que x pertenece a Y, ¡(HA Como ::8.043,,1 4, tiumplica 
xe 0, (8NA) 

BN(U¡,1 AY € Vjer (BNAL) 

Si y pertenece a), 18 (1 4;), hay entonces un ¿y tal que ya BN A,,; asi, pues, 1 £ Be ve 4,, Por tanto. y 
es elemento de y, A, Como ye Bey Oj.) Aj, y está en BOU, ¿1 A/). Por consiguiente, 
UL ABNA) C Bn(u;,; A) 

BO(U AY = Ur (BONA) 


Por la Definición 1-1. 
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10. Demostrar: S: !4,!,,, es una familia indizada de conjuntos y es ¿E Í, 
Mier Ai C Ay C Uier As 
Solución: 
Seca YEN), ¿1 4,, entonces 1 £ A, para lodo re 4. En particular 1 £ A,,. Por tanto 
Dies AC As, 
Sea re A, Como iped, re); ¿4 En consecuencia 
Ay, C Vis A, 
M1. Sea la familia indizada !4,), ¿7.7 de subconjuntos de R x R definida por 
Ary = WA pre rex<r+ Ll reRser<s +; 


(1) Representar [4,2 3 en un diagrama de coordenadas de R x R. 


(2) Representar LA A A AO A A 
en el diagrama de coordenadas de R x R y escribir B en notación constructiva 
(5) Representar C= Usen Ujen Ay, 15 


donde N son los números naturales, en un diagrama de coordenadas de R x R y escribir 
C en notación constructiva. 


Solución : 

A A OS re A Es 4]1. esto es. el conjunto de puntos cuya primera coordenada está 
entre 2 y 3 y cuya segunda coordenada está entre 3 y 4. Asi. Aja y es la porcion sombreada en la 
Figura ?-1 


Pig. 7-1 Fig. 7-2 
(2) Nótese primero que B = Ub (Ai-210 VU A:-3,) UA coo UA 401) 
Y B consiste en doce «cuadrados», los sombreados en la Figura 7-2 
Así que B= J(x, y))-2<x=<2,0=<y=<3; 
(3) Nótese primero que € = Uren Aro Y Aza rar 00) 
Asi, pues, € es lo sombreado en la Figura 7-3 


Y entonces € =Éfíx, Y) xr =1, y =1i. 
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PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


12. Sea 4-— 'a. hc. d ef, g!. Decir si las siguientes familias de conjuntos son o no particio- 


nes de A 
- (1) (B,= (a,c,e), Bz=(b), Bs= (d,g)) 

(2) [Cr (a,e,9). Ca= fc,d), Cs= [b,e,f)) 

(3) (Di=(a,b,e,91, De fc), Ds= (d,f)) 

(4) (Es = (a,b,c,d,e,f, 9) | 
Sotución : 
(1) Nótese que 4 + B, U B¿U B, porque fe A pero f£1B,U B¿U By) Asi que ¿B,. B,. By; no es una 

particion de A. 


(2) Obsérvese que €, + Cy y que, además, €, y C¿ no son disjuntos. puesto que cel, y es Cy. Ási, pues, 
€, Ca, Ca] no es una partición de A, 

(3) Como A - D, UD, UD, y los conjuntos son disjuntos dos a dos. (D,. D,. D,! es una partición de 4 

(4) Aunque !£,) consiste en un solo conjunto, es una partición de A. Es decir, para cualquier conjunto no vacio 
A, la familia (4) es una partición de A. 


13. Demostrar el Teorema 7-2, o sea el leorema fundamental sobre las relaciones de equivalencia 
Sea R una relación de equivalencia en Á y, para todo %e A, sea É 


B,=1x| (x. e) A) 
Entonces la familia de conjuntos (B,!,,, es una partición de A. 


Solución: 
Para demostrar que [B ,],,, es una partición de A, hay que demostrar: 

(1) A= Una Bo 

(2) Si A, y B, tienen elementos en común. es decir. ss B,(18B, $ £, entonces B,  B, 
Como 6 es reflexiva, es decir, como cada elemento está relacionado consigo mismo. q € B, para todo a£ A, 
entonces (1) es cierto. 


Sea 2£ 8, (1 B,. Entonces AR y Ena 


Para demostrar que 8, = B,, sea x un elemento de B,. Se tene entonces 


ix, Nena 
Por ser simétrica, lr. zJeR 
y por ser transitiva, (x, reR y (r, zje0t implican (x, =)8 A 
y también ta z¿R y (5 5)jeR implican (x, sjeR 


Así. pues, x pertenece a B, Como x es un elemento cualquiera de B,. B, es un subconjunto de B, De 
igual manera, puede demostrarse que A, es un subconjunto de B,: por tanto. 


B. - B, 

Y en consecuencia, (B,),,, €s una partición de A. 

14, Dado el conjunto N x N, esto es, el conjunto de pares ordenados de números naturales, sea R 
una relación en N x N definida por 
(a. b) está relacionado con (c, d) 

lo que se escribirá (a, b) = (c, d) 
si, y solo si, ad = be 
Demostrar que KR es una relación de equivalencia y que, por tanto, induce una partición de N x N 
Solación: 

Nótese que (a, b) = (a, b) ya que ab = ba. Por tanto, Úl es reflexiva. 


Supuesto (a, bh) = (c, d), entonces ad — be lo que implica que ch = da. Luego (e, d) = (a, 6) y A es 
simétrica. 
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Supomendo ahora que (a. bh) — fc, d) y que tc. d) = te. fl. se tiene ad be yet de Por tanto, 
tad MefY — (boMdes 
y, por cancelación en ambos lados. 
af — hu 


Con lo que te, b)>= te. fl y A es transitiva 
De acuerdo con lodo esto, R es una relación de equivalencia 


. OA da 
Si el par urdenado ta. Al se escribe como tracción P la relación antersor Roces en realidad Ja defint- 


cion usual de igualdad de dos lracciones, es decir. A > E s, y solo Sad He , 
r 


15. Hallar todas las particiones de A = ja, b, c. d; 
Solución: 
Primero observese que cada partición de 4 contene 1, 2, 3 0 4 compuntos dilerenses ls particiones son 


1) +¿te,b,c,d)| 

(2) (ta), (d,c,d)), ¿ibi ta,e,d)), [4cd de. b. did, (1d), lab ot, 
(ta, b), le,d)j, f4a,c), 19,d)), (la, dj, tb,c)] 

(3) ta), (b), de, d)), (ta) ted, 1to.djh (far. id (bos. 
14b), de), ta. d)), (4D), 4d), la.er), (fet, (rf), (a, bj) 


(4) (40), tb), (c), (d)) 


Hay quines particiones diferentes 


Problemas propuestos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 
16. Escribir el dual en cada uno de los siguientes casos 


(1) AJÁDB) = A, (2) (ALUMNADO) = O, (3) IAAUBIO(BUC) = (ARCH RP, 
17, Demostrar AC(A'10B) = AUB. 
18, Demostrar. AN(A'UB) = ANB. 
19, Demostrar. AV(ANB) = A. 
20, Dumostrar: AN(ALB) = A. 


CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 


21. Sea A, = lx] x es miitiplo de ni = ¿n, 2n. 3n, ... y. donde ne N. los números naturales, 
Hallar: 11)42/14>3 (DASMAg; WA U Aj2: (144301412: (15)4,U A, dondes. te N, IMA MN Ay. 
donde s,/£N 


22. Sea B, = |]. : + 1) un miervalo sermabierto. donde ¡e Z. los enteros Hallar. es decir. escribir en notación de 
mtervalos. 
(1) B¿UB; (3) ut, B, (5) e PA 
(2) B¿nB; (4) B¿UB, ¡VU B,s2 5: Z (6) UezBz,, 


23. Sean D, [0. 1.) S,- JO, l/n] y T,=1[0. l;m[ donde ne N. los números naturales Hallar. 
(m Maen Da, (2) Macn Sas (3) Mren Ta: 
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24, Sea la familra indizada (A), ¿7.7 de subconjuntos de R x R definida por 
Aru > May lroz"r+tlsys38+1) 
(Vease Probiema [1 ) Representar cada uno de los conjuntos que siguen en un diagrama cartesiano R x R 


(mm) Ac. v Ac u Amo, (2) Ulo An (3) u¡ = 2 Uj=0 Ávs (4) Ue Z lÁnco GUA) 


25. Demostrar Si: 4, - ln. 2n.3n,.. | donde n£ N los números naturales, y es J un subconjunto mfinito de A en 
tonces MP), A, 


PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


26. Dado W (1,2, 3,4,5, 6) decir sí cada una de las siguientes Fanmlias de conjuntos es o no una partición de M 
11) $11,3,5), (2,4), (3,63; (3) ( (1,5), (2), (4), (1,5), (3,63) 
25 411,5). (2), 13,65) (4) ((1,2,3,4,5,6)) 


27. Hallar todas las particiones de P' 11, 2, 31. 


IN. Dado el conjunto A x N de pares ordenados de números naturales, sea A la relación en A x N defimda por 
ia. hb) esta relacionado con te. d) 


que se escribira fa, h) = (c, d) 


st. y solo s, artd=b+ce 


Demostrar que G es una relación de equivalencia y que, por tanto, induce una partición de N x N 


Respuestas a los problemas propuestos 


16. (DANIAUB = 4 (2) ANDUIAJYO) UB) AMANABUIBAC=AOCNBA 


17. Proposición Razón 
ll 4014 018) - (ANY) A)NM (AU B) J. Ley distributiva 
2 AUA'=U 2. Ley del complemento 
3 JUI4NB)- UNNAUBA) 3, Sustitución 
4 AUB 4 Ley de identidad 


18. Método y El dual de este teorema se demostró en el problema anterior, huego este teorema es cierto por el prin 
upro de dualidad. 


Metodo 2 P ps Haría 

1 ANQIAUB) (ANATUVIANB 1. Ley distributiva 
2 ANÑA D 2. Ley del complemento 
1 ANA UB=BUIAaNn B) 3 Sustitución 
4 AMB 4 Ley de tdenndad 

19. Proposición Dicrón 
Il AMÑU A l. Ley de identidad 
2. AVIANB = ANUDUIANA) 2. Sustitución 
3 ANUUU B) 3. Ley distributiva 
4 =ANO 4. Ley de identidad, sustitución 
5 —A 3. Ley de identidad 
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MM. Merodul El dual de este teorema se demostró en el problema que precede. asi que este Rorema es cierto 
por el prmeipio de dualidad 


Merado 2 P ición Da 
] Ts ES Il Ley de identidad 
2) ANI JB AND PHNNMIA Y BN 2 Sustitución 
y = AUVUIDNB8I A. Ley distributiva 
4 AU 4. Ley de identidad. sustitución 
5 = 4 $. Ley de identidad 


BM dlA js (20 4d 13D (4) 4,7. (5) 4, 161 A, 
2. 111 4.6) 00D, (3 P.21)]. (4) Js. 5 +3). 45) pp. s + 16]. (6) J-v. x[ 
2 MAO. AND. UIO 


dd) 


25. Sea m un numero natural Como J es mfinio, existe un ¿q E Í tal que iy > m Entonces me-A,, y, por tan- 
to, MEN, A, 
Como m es cualquiera, Ny, A; = LD. 


26. (1) No, (2) No. (3) Si. (4) Si 


27. Hay emco particiones diferentes de Y 
((1,2,3)), (10, (2,33) (12), (1,37), (18), (112),  (() (22, (3) ). 


28. Notese que (a, 5) > (a, hb), pues a + b=b+a, así que R es reflexiva. 
Suponiendo que (e, h) — (c, desa + d  h+ elo que imphca que c + b- d+ a Asque le d) + (a, hb) 
y R es simetrica 
Supomuendo ahora que (a, h) = lc, d) y que le. d) = (e. f) se tene entonces a + doh+cvos+ fo de e. 
Por tanto, 


far D+ (c+ = (b+0) + (d + e) 


y. restando e + d de ambos lados, a + f =b+e Asi, pues. la. b) = te. f) y. por tanto, O cs transitiva. 
Segun esto, G es una relación de equivalencia. 


Capítulo 8 


Complementos a la teoría de funciones, operaciories 


La 
FUNCIONES Y DIAGRAMAS 
Como ya se ha dicho antes, el símbolo 


ALbB 
denota una función de 4 en B. De manera semejante, en el diagrama 


A 


las letras A, B y C denotan conjuntos; las flechas f, g y / denotan funciones / , 4=>8.,g:B=>Cy 
h: A =C, y la sucesión de flechas |f, y) denota la función producto de composicion o función com- 
puesta g / 4 =C, Cada una de las funciones h:4>Cyg f: 4 -+>C. o sea, cada flecha o suce- 
sión de flechas que unen a A con U.se dice un camuto de A a €. 

Definición 8-1: Se dice de un diagrama de funciones que es conmutatiro, se para cualesquiera conjun- 

tos Y e Y del diagrama. dos caminos cualesquiera de A a + son equivalentes. 

Ejemplo l-1: Supomendo que el diagrama de funciones siguiente es conmulalivo, 
D 

j 

A ¡ 


A 
A B 7 Cc 
entonces ¿ h=f e i=jyg f=] h=g 1-4 


Ejemplo 1-2: La función f: A— By lag. B-— A son recíprocas sí, y solamente sl, los diagramas siguren- 
tes son conmutabtivos . 


la A B lo B 
- B A 


Aquí |, y la son las funciones idénticas. 


Á 


RESTRICCION Y PROLONGACION DE UNA FUNCION 


Sea f una función de 4 en C, es decir, sea f: A —=C y sea B un subconjunto de A. Entonces fin- 
duce una función f”: B=C que se define por 


F'(b) = f(b) 
para todo be B La función f” se llama restricción de f a B y se la denota por 
f|B 
Ejemplo 2-1; Sea f: R= R definida por f(x) = x?. Entonces 


FIN=((d, 1. (2,4, 0, 9), (4, 16)... | 
es la restricción de f a N, los números naturales. 
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Ejemplo 2.2: El conjunto z = [(2, 5), (5, D), (3, 7) (8, +4). (9, S)! es una función de 12, 5,3,8,9% en N, 
Y entonces 
: (2. 5). (3. 7). (9, 5)) 
un subconjunto de g. es la restricción de g a 2. 3, 9], que es un conjunto de primeros elemen- 
tos de los pares ordenados en g. 
. 
Se puede considerar esto desde otro punto de vista. Sea f: A > € y sea B un superconjunto de A. 
Entonces una función F: B => C se llama prolongación de f si, para todo az A, 
Fla) = fía) 


Ejemplo 2-3: Sea fla fonción defimda por flx) = x en los números reales positivos, o ses la función 1dén- 
tica. Entonces la función valor absoluto 


e = J LS 
|] + ix<a9g 


es una extensión de f a todos los números reales. 


Ejemplo 2-4: Dada la fimción 
f= [1 2) (3, 41 (7. 2); 
cuyo dominio de definición es (1, 3, 7), la función 
F = (1, 2), (3, 4). (3, 6), (7, 2); 


que es un superconjunto de la función f, es una prolongación de f 


FUNCIONES DE CONJUNTO 
Sea f una función de A en B y sea T un subconjunto de A, es decir, 4 5 B y TC A. Entonces 
AZ 
que se lee «f de T», se define como el conjunto de las imágenes de los elementos de T O sea, 
KT) = (xr | fla)=xz,aeT, xeB; 
Es de notar que f(T) es un subconjunto de B. 
Ejemplo 3-1: Sean A = (a, b, e, d), T=(b, c) y B= (1, 2, 3). Definida f: A * B por 


a 


> 


resulta que f(T) = (2, 3). 


Ejemplo 3-2: Sea g: R—= R definida por gíx) = x?. y sea T = [3, 4]. Entonces 
AT) = [9,16] = (2 |9732-=16) 


Sea ahora Y la familia de subconjuntos de A y sea Y la familia de subconjuntos de B.Sif: 4 > B, 
se tiene que f asigna a cada conjunto Y e £ un conjunto único f(T) £ 4. Dicho de otra manera, la fun- 
ción f: A => B induce una función f:. > 49. Si bien cada función de éstas se denota por la misma 
letra f, las dos son funciones esencialmente distintas. Se ve que el dominio de definición de f: Y = 4 
consiste en conjuntos. 

En general, se dice que una función es una función de conjunto sí su dominio de definición consis- 
te en conjuntos. 
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FUNCIONES NU MERICAS REALESt 


Una funcion / 4 + R que aplica un conjunte en los números reales, esto es, que asigna u cada 
vz % un número real faje R. se llama funcion numérica 1eul. Las funciones que se estudian por lo 
común ca las Matematicas elementales. tales como 
E A A 
Mal o Sen 1, COS 1OIBA 
Hu=lgro0c 


es decir, los pohinemros. las funciones imgonométricas y las logarítmica y exponencial son ejemplos 
de funciones numericas reales, 


ALGEBRA DE LAS FUNCIONES NUMERICAS REALES 


Sea £ , la furmha de todas las funciones reales que tienen el mismo dominio de definición P. Se 
definen entonces varias operaciones algebraicas en F ,,. En especial, sean f: D >»Ryg:D »Ryswa 
k ER. Se tienen entonces lag funciones siguientes definidas como aparece «al frente de cada una” 


frk:D>R por +) » fxj+k 


($)7:D>R por (Na) = fx) 
(£1M:D=>R pur Pa = (fo) 
f=9:D>R por (Fx gía) = fx) = g(x) 
«4N:D>R pur (ef) » kf(0) 
Ug:D-R pur (fox) = fiajglz) 
UIDM:D=R por nia) = fid/glz) (dunde g(x) + 0) 


Obsérvese que (fel D— R no es lo mismo que el producto de composición de funciones visto unte- 
riormente 
Ejemplo 41: Sean D=j4. RP yJ:iD-Ryg:DR definidas por 


tu=14.fIh=34 y gel= 2. gelbr= -1 


O se, 
= te. 5) (0. 3d) y g= ¡ta 21h —-1) 
Laitonces . . 
PA 131 — 28M) = HU) — 2glr = Ml) 20) = 1 
(3f — 2h) = 3/1 - 21h) = MA) - M1) = 1] 
es decr, Y —- 2% = [ta —3) 1h, 11) 


Además, como [2 t1)= pel y der 3v) = gta) + 3. 
gg = lla DAR MD] y g+3= (fa, 5). th. 2); 


Ejemplo 4-2: Sean /:R=R y 2: R= K definidas por las fórmulas 
Mi) 2x1 y evi 4? 
Se vbnenen entonces formulas que definen las funciones (3/ — 221 R >» RyUgl.R + Rasi 


(Y — 2gHv) = H2x — 1) Aid) = -214 + fr 4 
Uzllx)= (a —- IM?) = 24. y 


REGLA DEL MAXIMO DOMINIO 
Una fórmula como y 
Je) =Ux. plxp=senx. hix)= /x 
no define sola una función al menos que se dé, explicita o implícitamente, un dominio de definición, 


o sea el conjunto de números en el cual la fórmula sí define una función. Asi que se requieren expre- 
siones como éstas: 


SAC Ro ses s) el dominio de definicion es un subconyunto de numeros reales, la función se dive real de variable real, 
o real simplemente A def T 
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Sea fix) = x? definida en [ -2, 4]. 
Sea p(x) —= sen x defimda para 0 < x < 2n. 
No obstante, st el domino de definición de una función dada por una fórmula es el maximo conjunto 
de numeros reales para los cuales la fórmula da un yúmero real. como, por ejemplo, en 
y fix) = lx parax 0 
entonces el dominio de definición no se enuncia por lo común explícitamente Esta convención se sue- 
le llamar regla del máximo dominio. 


Ejemplo $-l: Sean las funciones siguientes: 


Mo = e pauraz>=0 

frix) = 1/(x—2) pura z Y 2 

falx) = cos zx para 0 € z = 27 

Fix) = tpx Pituz  rY/24+ nr, ne N 


Los dominios de f, y f, no hubiera sido necesario decirlos explicilamente, pues cada uno 
consta de todos aquellos números para los cuales la formula tiene significado. y sea que las 
funciones bien se hubieran pedida definir escribiendo 


fix) = 14x—2) y fivi=tB A 


Ejemplo $2: Sca la función f(x) = /1 — x?, su dominio de definición. al menos que se diga otra cosa. 
es [ 1, 1]. Se supone implicilamente que el codommio es R 


FUNCIONES CARACTERÍSTICAS 
Sea A un subconjunto cualquiera de un conjunto universal U. La función numérica real 
xa: U => (1,0) 


definida por d 1 si TEA 


se llama función caracteristica de A. 


Ejemplo 6-1: Sean L = la,b.c.d.e yA > la. d.e¡ La función de £/ en |I, 0) definida por el diagrama 


. 


A 
2 


L 1. > a 


es la función caracteristica y, de A. 
Obsérvese además que cualquier función f: U >» (1, 0) define un subconjunto 
Ap) = (2 | z=eU, f(=)=1) 
de U y que la función característica y, , de A, €s la función original f. Asi, pues, hay una corresponden- 


cra brunivoca entre todos los subconjuntos de U, o sea, el conjunto potencia de U, y el conjunto de todas 
las funciones de U en 1, 0). 


FUNCIONES DE ELECCION 
Sea 1A,),,/ una familia de subconjuntos no vacios de B. Una función 
f: Ade +8 
se dice función de elección si, para todo ¡e 1, 
, FA) e Aj 
esto es, la imagen de cada conjunto es ua elemento del conjunto. 
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Ejemplo 7-1: Sean los subconjuntos 
Ar — (112,3), Ar = (113,4), As = (2,5) 
de B= '1.2,3, 4, 5! y considérense las siguientes funciones de [4,. Az. Ay; en B 


* 


HT EE 
f g 


Notese que f no es función de elección porque fl4,)— 2, no pertenece a Ay. colo es, 
HA) Az; y asimismo que g es función de elección puesto que glA/JEA,. BlAy le 4, y 
RI4,)E Az. 

Observación $-1: En esencia, una función de elección en una familia dada de conjuntos. «elige» un 
elemento de-cada conjunto de la famuha. Si existe o no una función de elección en 
una fanmlia arbrirara de conjuntos, es problema fundamental de la teoría de con- 
juntos al cual se dedicará el Capitulo 11. 


OPERACIONES 


Son bien conocidas las operaciones de adición y multiphcación de números, la unión y la imtersec- 
ción de conjuntos y la composición de fuñiciones, operaciones que se denotan por 


a+b=c, a:b-e AuB=C, AnNB=C, gof =h 


En cada caso se le hace corresponder un elemento (c, C o hi) a un par dado de elementos O sea que 
hay una función que asigna un elemento a cada par ordenado de elementos Hablando con precision, 
se tiene la 
Definición 8-2: Una operación a en un conjunto 4 es una función del producto cartesiano 4 x Á 
en A. es decir, 
sAxA>A 


Observación 8-2: La operación x: 4 x A > A se dice operación binaria. una operación n-aria es la 
función defimida por 
AXAXx: : XA>A 


[———_—_—_———— 
th conjuntas) 


Aqui se seguirá diciendo operación en vez de operación binaria 
1 


OPERACIONES CONMUTATIVAS 
La operación 2: A x A -+ A se dice conmutativa si, para todo a, b£ A, 
ala. b) = x(b, a) 


Ejemplo 3-1: La adición y la multiphicación de numeros reales son conmutativas pues 
a+b=b+a y ab= ba 
Ejemplo 8-2: Sea z.Rx R -=R la operacion de sustracción definida por x (1.11 + 1 
Entonces aíS, lij=4 y el, 5)= —4 


Así que la sustracción no es operación conmutativa. 


Ejemplo 8-3: La unión y la intersección de conjuntos son operaciones conmulalivas, ya que 
4AUB=BUA y ANMB=BNA 
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OPERACIONES ASOCIATIVAS 
La operacion x: 4 x 4 — 4 se dice esociatita si, para todo a. bh ce 4. 
e(e(a, b), e), r(8, eb, c)) 
O sea que s: se escribe ade. h) en la forma a» h, x es asocialiva si 
la*biece = a=(b=c) 
Ejemplo 9-1: La adicion y la multiplicación de números reales son Operaciones asocialivas, pues 
(a+ be = 0+(b+c) y tabje — albe) 
Ejemplo 9-2: Sca x: Rx R=>R la operación de división definida por 2.(v. v] » 115 Entonces 


wlai12,61, 21 —= a(2,21 - 1 
e 12, «6,211 112,3) - 4 


La división no es, pues. ima operación uxocialiva 
Ejemplo 9-3: La union y la mtersección de conjuntos son operaciones asocialivas puesto que 


(ACB = AUL(BoIC) MOBIOC = AMBAO 


OPERACIONES DISTRIBUTIVAS 
Considerando las dos operaciones siguientes: 
rÁXxXA-=>A 
BAxA-A 


se dice que a es distribunma respecto de la operación fi si. para lodo e, bc A. 


«(a, Blb,c) = fla(a.b), a(a, c)) 
O bien. escribiendo xta, f) en la forma a* bh. y Bla. hi como «Ah, es x distributiva con respecto 
a fs 
as(brice) = (ar ba (a «c) 
Ejemplo 10-1: La operación de multiplicación de numeros reales es distnbutiva con respecto a la adición 
de números reales, pues 
abre — abtac 


Pero la adición de números reales no es distributiva respecto de la multiplicación, porque 


a + (be) Y (a + bla + c) 
Ejemplo 10-2: Las operaciones unión e mtersección de conjuntos son distributivas cada una respecto de 
la otra, puesto que 
AÁLCIBNE) - (AUBIIALC) 
áAniBuc) ADBIMIANC) 


ELEMENTO NEUTRO 


Seaa: A x 4 + A una operación escrita xa, b) = «+ h, Se dice que un elemento e £ 4 es ele- 
mento neutro para la operación a si, para todo elemento 2 A, 


tr d =da4rxrge - a 


Ejemplo t1-1: Seax:R x R > R la operación de adición. Aqui es 0 un elemento neutro para la adición 
porque, para todo núrnero real, ae R. 


Ds2a=«*0=ae. estocs U+a—-at0=4u 
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Ejemplo 11-2: Sea la operacion de intersección de conjuntos. El conjunto universal £* es un elemento neutro 
aqui, porque para todo conjunto 4 (que es un subconjunto de ¿') 
Ue4 AsU=A  €staes, UNA=ANME 4 


Ejemplo 1I-3: Seu la operación de multiphcación de números reales. Aqui es el numero | un elemento neu 
tro porque, para todo número real u. 


lba=sarl=a estos. la=4r1=4 


Teorema 8-1: Si una operación x: Ax A > Á tiene un elemento neutro e e A. éste es Único. 


Así, pues, se puede hablar «¿ef elemento neutro para una Operación en vez de un elemento 
neutro. 


ELEMENTOS SIMETRICOS 


Sea 2x: A x A = A una operación denolada aa, b) = a «h y sea ve Á el elemento neutro para a. 
Se llama elemento simérrico de un elemento «€ A, denotado por 


a! 


un elemento de A tal que 
a'»a=awa'=e 
Ejemplo 12-1: Duda la operación de adición de números reales, para la cual es O el elemento neulro. para 
cualyuier número real a, su opuesto (—a) es su simétrico aditira, ya que 
-aru=agr-a=0  estoes, (uy + a=a+ (al =0 


Ejemplo 12.2: Dada la operación de multiplicación de números racionales. para la cuaj es 1 el elemento 
neutro, todo número racional no nulo p/g. donde p y q son enteros. tiene por simétrico mul- 
tiphicativo su inverso q/p, pues 

(q/ípMpiq) = (p/qMqip) = | 

Ejemplo 12-3: Sca x:N x N > N la operación de multiplicación para la cual es | el elemento neutro, 
sy N es el conjunto de los numeros naturales, 2 no tiene siméirico multiplicativo. pues no 
existe ningún elemento reg N tal que 

y 2=2x=1 


En realidad, ningun elemento de M aparte el Í. tiene simétrico multiplicativo El simétrico 
de | es El mismo. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


Dada una operación 1. A x A — A y un subconjunto B de A, se dice que B es cerrado con respec- 
to 4 la operación 2 si, para todo ».p'EB, 


a(b, b”) er B 


esto es, si a(B > B) CB 


Ejemplo 13-1: El conjunto de los numeros pares es cerrado respecto de la adicion de números naturales, 
va que la suma de dos pares cualesquiera es siempre par En cambio el conjunto de los nú- 
meros impares no es cerrado respecto de la operación de adición dicha, pues la suma de dos: 
numeros impares no es mpar. 


Ejemplo 13-2: Los cualro numeros complejos, !. — 1. + —¿, forman un conjunto cerrado respecto de la 
operación de muluplicación. 
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Problemas resueltos 


DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


1. En el diagrama de funciones anexo, ¿cuántos caminos hay de 
A a E y cuáles son? 


Solución: 
Hay ses caminos de Aa E: 


B 
¿SS 

a AE A EN 

ADBSE ALCOSE A 


, 
ALB>C>E ASBCDD> E D 
A5bB>CHD DE ADD LE 
esto es, yo, sojof, tojojiof, 30k, tojoñ,  tog 


Como ya se ha dicho, las funciones se escriben de derecha a '1zquierda. 


L 
1, Suponiendo conmutativo el diagrama adjunto, y siendo 1, la. A———————————zA 
función idéntica sobre A, enunciar todo lo que se puede inferse 
del diagrama. f S 
Solución: B 


Lo primero, como el diagrama es conmulativo, g.:f = 14. 
Además, como g - fes inyectiva, f tene que ser también inyectiva; y como g fes sobreyectva, g ha de serlo 
también. No es necesariamente cierto que g = f”', pues no se sabe si f”g = la 


FUNCIONES DE CONJUNTO 

3. Sean W=a,b,c,d), Y = (1,2, 3) y f: W —= V defimda por 
el diagrama adjunto. Averiguar: (1) fila, b, dj). (1) fa, c)). 
Solución: 
(1) Procediendo como sigue: 


fe, bd) = (fa), F(d), Fa) = (2,3,3) = (2,3) 
(2) Asimismo, 


fíta,e)) = (fa), ft) = (2,2) = (2) 


Nótese que fía, ej) = 2 es un enunciado incorrecto, puesto que la imagen del conjunto ;a, c) en este caso, 
es un subconjunto de Y, que es el [2) y no un elemento de Y. 


4. Demostrar que si f: A —> B es inyectiva, la función de conjunto inducida f: 2% — 2* es también 
inyectiva. 21 y 2% son los conjuntos potencia de A y B, respectivamente. 
Solución : 
Sean X e Y dos subconjuntos distintos de A, es decir, 
Xe2, Ye2, X * Y 
Exsste entonces un elemento 2£ A tal que 
zeX, zp Y (o zeY, 28X) 


Así que ftc)e (XI y como f es inyectiva, f(2) 4 f(Y) (o bien fí2)E FUN y fla) E FIX). Por tanto, F(X) = F(Y) y, 
por definición, la función de conjunto inducida es también inyectiva. E 


5. Demostrar que si f: 4 — B es sobreyectiva. la función de conjunto inducida f: 2* —= 2? es tam- 
bién sobreyectiva 
Solución : 
Hay que demostrar que cada conjunto de 2* es imagen de un conjunto de 2* por lo menos. Sea Y £ 2". Pues- 
to que f es sobreyectiva, , 
FUY) = 4x | 224, fe Y) 
no es vacio. Pero Y es la imagen de f'(Y), es decir, ff '(Y)) = Y. Luego f: 2* +2* es sobreyectiva: 
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a. b, ci y sean f y y las siguientes funciones numéricas reales en W: 
gía) = -2, g(b) = 0, g(e) = 1 


to 3 
ao. 2 
3-2 5 


' 


l 


fa) +1, fib)= 2, fe) - 3 
Encontrar las siguientes funciones: (1) f + 2g. (21 fe — 2f. 
Solución: 
(1) Calculando como sigue: (f > 2gla) = Hal + Zgía) 
Y + 2gné) Fb) + 291b) 
(f + 2gMc) ==  fle) + 2plc) 
(b, —2), (e, 5)). 


f+2g = ((a, —3), 
fo -— 2 = 
va — 2fHb) * 
Ya - 20 = 


As 


12) ¡Analoramente, 


fia) gía) — 2fía) 
Ftb) gib) — 2f1b) 
fed gte) — 2ftc) 


= (M2) - 21) = -—4 
= (—210) - 4-2) = 4 
= (31) - U3) = —3 


Luego fpg—2f = (la, —4), (tb, 4), (ec, —3)). 
Sea f ta función numérica real con dominio de definición [—3. 3] que se representa en el diagrama 


de coordenadas siguiente: 


Representar y describir el grafo de cada una de las siguientes funciones: (1) f + 2, (2) fl. 


Solución : 
(1) Ya que, por definición, (f + 2)(x) = f(x) + 2, cada valor de la función original se aumenta en 2. Ási que 
súbase toda el grado de f dos unidades para obtener el grafo de f + 2. como se ve en la Figu- 


ra 8.1 


NA. TEO NEEA A 


Representación de f: 


Representación de f - 3 
Fig. 8-1 Fig. 8-2 
(2) Obsérvese que 
Zn > Í ADO 
a = lA) = 140 a fy<o0 


Así que parte del grafo de |f| es idéntica a la parte del grafo de f que está sobre el eje de las x: y 
el resto del grafo de |/] se obuene por simetría respecto del eje x, de la porción del grafo de f que está deba- 


jo del eje de las x. Véase la Figura 8-2. 
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8. Averiguar el dominio de definición de cada una de las siguientes funciones numéricas reales: 


(1) fix) — Ye donde y >0 (3) fur) log (7-1) 
(2) fr) = y3—-x (M0) fir) e dende 0- +- 4 
Solución: 


(1) El domimo aparece dado explicitamente como ¡x |. > 0; 

(2) Como no se da explicitamente ningún domimo de definición, se aplica la regla del máximo dominio Pues- 
10 que f, toma valores reales solamente cuándo 3 — 1 = 0, es decir, cuando y < 3, el dominio de f, bus- 
cado es jx|]x <3l. 

(3) Puesto que no se da el dominio explicitamente, se aplica nuevamente la regla del máximo domimo. Como 
la función logarilmica real solo está definida para mumeros positivos, f, liene significado solamente si 
v-1>0, 0 sea si x > 1. Asi que el dominio de f, es [x|x > 1]. 

(4) El domimo está dado expliciamente como /x|0 <x <4!, 


9. La función numérica real 0, : A + R definida por 
0,(x) = 0 para todo x£ A 
se llama función cero (sobre A). Demostrar que para cualquier función f: AR, 
MD0)f+0.=f “y (2) f"0, = 0 
Solución: 
11) Ya que (f + 0,Mx) = fix) + Og[x) = fix) + 0 = fix) para todo xe A. f + 0, =f 


(2) También, (f:0,Kx) = fíx)* 0,60) = flx)>0 = 0 = 0,(x) para todo xzA Luego f: 04 = 04. 
Nótese que la función cero tiene propiedades muy parecidas a las.del número 0, 


10. Dada la función real f= ((1, 2), (2. —3), (3, —1)] (de dominio [1, 2, 3]), averiguar (1) f + 4, 

AAA. 

Solución: 

(1) Como, por definición, (f + 4)(x) = f(x) + 4, basta sumar 4 a cada valor de la función, esto es, sumar 4 

al segundo elemento en cada par ordenado de f. Así que 
f+4 = ((1,6), (2, 1), (3,3) 

12) Como [f(x) = |f(x)]. sustituir el segundo elemento de cada par de f por su valor absoluto. Entonces 
If] = ((, 2), 22, 3), (3, 1)) 

(3) Puesto que /*(v) = (f(x))*, cambiar en cada par de f el segundo elemento por su cuadrado. Se tiene, pues: 
ff = (1,4), (2,9), (3. 1) 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 


11. Demostrar que si A y B son subconjuntos de un conjunto universal U. entonces Xy4nN a = XaXa: 
Solución: 
Sea xcAf1B: por tano, xe A y xe B. Luego 


Xana (1) = 1 - (xx 1) = x (0x(m = (1) = 1 


Sea 1 (4 NM B): por tanto. ye 4' Y B” y entonces re 4' o bien ye B" Entonces xy 1401) = O 
Asimismo. (aX Xy) = Xalr kx) = 0 porque xy) = 0 o bien xyív) = D 


Ási, pues, Xy e Y Xi Xa asignan el mismo número a cada elemento de £/. Entonces, por definición, 
Xan — XaXu 


12. Sea la Función: f(x) = x siendo x = 0, Entre las funciones siguientes, decir cuáles son o no pro- 
longaciones de f. 


(1) 2,(x) = x donde x = —-2 B) 1:R=R (5) gstx) = x donde xe[—1, 1] 
(2) galx) = |x] para todoxeR (4) egx(x) = (x + |x]y2 
Bafuelos: 


Tener en cuenta que una función f' es una prolongación de f st, en primer lugar, el dominio de definición 
de f' es un superconjunto de [0, so[, el domimo de f, y en segundo lugar, si f(x) = x para todo x £ [.O, oo[. 
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0) Como e, satisface ambas condiciones, g, es una prolongación de f. 


x “lxs [0, =) 


F 
2) Coma ptrdo - lr] -— 
(2) 17) | Lo E 


la función valor absoluto es una prolongación de f. 
(3) Por defimicron de la función idenuca, 1(1) — y para todo x£R. Asi que la función identica es una 
prolongación de f > 


í z era 
(4) Como gía) = ler |rjp42 i lr+a12- x 3 zxe (0, ) y 


le-0/2= 0 9 2<0 Ya es una prodonguición de / 


(95 El dominio de definición de z, no contiene al domino de f. por Llanto, e, no es una prolongación de / 


Como conjuntos, ¿qué relación hay entre una función f: A — B y la restricción de f a un sub- 
conjunto 4' de 4? 


Solución: 
La restricción de fa 4, es der $4. es un subconjunto de f Pues xe A” implica 1 € 4 y entonces 


tx. FO0)s fA* implica (x. f(x)es 


Dados los subconjuntos A, = 11. 2, 3), Az = (1. 5), Ay=142, 4, Sí y As = 13, 4) de 
B= '1,2,3, 4, 5), decir si cada una de las siguientes funciones de (A. Az. Ay. Aa¡ en Beso 
no función de elección. 

(DD f = (Ar 1), (Az, 2), (As, 3), (As, 4)) 

(2) fe = [(A1,1), (Az, 1), (As, 4), (44, 4); 

(3) fa Ss As, 2), (As, 1), (As, 4), (As, 3)) 

(49. fi = 1(41.3), (Az, 5), (As, 1), (A., 3)) 
Sohución : 
(1) Como f, (42) = 2 no es elemento de A;. f, no es función de elección, 
(2) Observando que /,(4,) pertenece a A, para lodo ;, se ve que f, es una función de elección, 


(3) Siendo f,14,)€ A, para todo i, f, es función de elección. 
(4) Como f.(41) = | no pertenece a 43. entonces f, no es una función de eleccion 


OPERACIONES 


£5. 


16. 


Sea a: Nx N == N la operación del mínimo común múltiplo, esto es. 
ala. b) = a* b = mem de a y 6 

(1) ¿Es x conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro de 2. (4) ¿Qué elc- 

mentos de N, si los hay, tienen simétricos y cuédes son? 

Solución: 

(1) Como el mem de a y hb es el mem de b y a, a es conmutativa, 

(2) En teoria de tos numeros se demuestra que la» hac = qe (be c). es decir, que la operación del mum es 
aArOC ia Iva 

(3d) El numero | es un elemento neutro puesto que el mom de | y cualquier otro numero q es q. esto es, 
lesa = 4 para todo ar A. 

(4) Como el mem de dos números a y bes 1 si, y solo si. a — 1 yb = !, el unico número que tiene simétrico 
es el l y él es su propio simétrico, 


Dada la operación «: Q x Q — Q denotada y definida por 

rta, by = a*rb = a+b-ab 
donde Q es el conjunto de los números racionales, (1) ¿es a conmulativa?, (2) ¿es x asociativa? 
(3) Hallar el elemento neutro de x. (4) ¿Tiene algún elemento de Q un simétrico, y cuál es? 
Sojución : 
11) a»b —- a +b-ab 
bra = b+a-— ba 
Así. pues, x es conmutativa, porque la adición es asociativa y la multiplicación es conmutativa, esto es ab ba. 

M 


CAP 8] COMPLEMENTOS Á LA TEORIA DE FUNCIONES, OPERACIONES 127 


17. 


18. 


19, 


20. 


(2) (arbire = fa+b—abire — (a+ b—abi+e—-fla+ó  abje 
= (a+ b—ab+c—-la+b  abje 
— a+b abte-ac-— be + abe 
= a+b+e-—ab- ec— be + abe 
aribre) = ar (b4+c— be) 


a +4b + e-— be) — alb + e — be) 
= atbte-— be - ab — uc + abe 
Luego a es asocialiva. 


(3) Un etemento e es un elemento neutro para a si a+ e = a para todo a € Q. Calculando como sigue 


avre= a, "a+e-aee = a, e-e = 0, el 4a) = 0, e=0 


resulta, pues, que U es el elemento neutro. 
(4) Para que a tenga un simétrico x, habrá de ser a+ x - 0, pues, según (3), 0 es el elemento neutro. Calcu- 
lando como sigue: 


aerzx= 06 arxr—or=0, a =ex—zx, a = xda—-1l) xY = ala—1) 


Así que a * 1. a tiene simétrico que es afía — 1) 


Demostrar el Teorema 8-1: Si e y e' son elementos neutros (para la musma operación), 
ese=ce”. 
Solución: 


Por hipótesis, e. e = e” y ese =€. Luego e = eve = e. 


Sea la operación unión de conjuntos. (1) Hallar el elemento neutro. (2) ¿Qué elementos, si los hay, 

tienen simétricos y cuáles son? 

Solución: 

(1) Nótese que AU Y = BU A = A para todo conjunto A. Así que el conjunto vacio (Z es el elemento neutro 
de Ja operación unión de conjuntos. 

(2) Para que un conjunto Á tenga un simétrico X, AU X = (Y. Como AU YX -: YH implica A = Hy X= Q, 
el único conjunto que tiene un simétrico es el conjunto vacio, que es, a su vez, su propio simétnco. 


Sea la operación 2: A x A —> A denotada por 
ela, b) = a»b 


supuesta asociativa y con un elemento neutro e. Si 5 y b' son simétricos del mismo elemento a, 
es b = b*. (Es decir, que el simétrico de un elemento es único.) 


Demostración: 
Según la hipótesis brlorb) = bre = db 
brajed = crbl = 6 
y como a es asociativa, 
br(a=b) = (brajed 


y, por tanto, h= b' 


Sea F, el conjunto de todas tas funciones de A en A. Sea a la operación de composición de fun- 
ciones. (1) ¿Es « conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro para a. 
(4) ¿Qué elementos, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 
Sotución : 
11) Si A tiene más de un elemento, entonces « no es conmutativa. Porque con 2£ A, beB, a + hb y conside- 
rando las funciones constantes f y g definidas por f(x) = a, g(x) = bh. se tiene 
Fog) = fairy = FO) = u 
(goNz = guia) —= ga = b 
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(21 Por el Teorema 4-1. a es una operación asociativa. 

(3) Un elemento neutro es la función idéntica 1,: A + A pues, según ya se hu visto, (1, f)= Y 1,) / 
para toda función fe.Za 

(4) La funcion /* A + A biene simétrica s1, y solamente si. f es inyectiva y sobreyectiva: y su simétrica es la fun- 
ción reciproca f ' que se defimó cn el Capitulo 4 


21. Sea la operación 4: N x N > N definida por 
ala, b)=aw*b=a 


(1) ¿Es x conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) ¿Existe elemento neutro? (4) ¿Tiene alguno de 
los elementos un simétrico? ¿Cuál? 


Salación : 

(1) Como ash= ae y hea=b, a no es conmulativa. 

(2) Como la=hjoc=aec=ayaribrc)= as h=a, 2 ES asociativa. 

(3) Si a tiene un elemento neutro e entonces, por definición de elemento neutro, e + a — a para todo «eN, 
Pero por la definición de a, sea = e. Asi que no hay elemento neutro. 

(4) No tene senido hablar de simétnco cuando no exmste ni siquiera ciemento neutro. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


22. Decir cuáles de los siguientes subconjuntos de MN, los números naturales. son o no cerrados res- 
pecto de la operación de multiplicación : 


(1) (0,1) (4) 11,3,5,7,...] = (x | x es impar] 

(2) 41,2) (5) [x | x es primo; 

(3) (2,4,6,8....) = [x | x es par) (6) 12,4,8,16.. ¿=[x|x=2,neN; 
E 

(1) (040) = 0, (10) = 0, (0x1) = 0, (1111) = 1 


Por lo que (0, 1) es cerrado respecto de la multiplicación. 
(2) Como (2X2) - 4£[1. 21. 11. 21 no es cerrado respecto de la multiplicación. 
3) El producto de números pares es par, así que el conjunto es cerrado respecto de la multiplicación. 
(4) El producto de números impares es impar: este conjunto es, pues, cerrado respecto de la multiplicación. 
(5) Teniendo en cuenta que 2 y 3 son primos, pero (2X3) = 6 no lo es, se ve que el conjunto no es cerrado res- 
pecto de la multiphcación. 
(6) Como (2'X2*) = 2'*”, el conjunto es cerrado respecto de la operación de multiplicación. 


23. Entre los conjuntos del problema anterior decir cuáles son o no cerrados respecto de la operación 
de adición. 


Bsdación 
El conjunto de los números pares, 12. 4.6.8. .  ] es cerrado respecto de la adición porque la suma de 
dos números pares es par. Pero ninguno de los otros conjuntos es cerrado respecto de la adición, pues, por ejemplo, 


141 —- 2 (0,1) 

142 = 3 pg (1,2) 

3+5 = 8 (1,3,5, 7, ...) 

345 =38 q dx | ze prmo) 
244 = 6 y [2,4,8,16, -..) 
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24. Sean ¿1) Y la familia de conjuntos finos de números reales. 
(2) 2 la familia de intervalos. 
(3) C la famlta de superconjuntos del intervalo unidad (0. 1]. 


Establecer para cada una de estas familias de números reales sí es e no cerrada respecto de la ope- 
ración ta) union, (h) mtersección. 


Solución: 


do Como la union y la suterseccion de conjuntos fimlos son fimtas, Y es cerrada teyacclo de ambas Operilciones 

(2) Come [1.2] uy [3.4] no es un intervalo. .4 no es cerrada respecta de la operación de umon Como se vw 
en el Capitulo 3, la mtersección de dos miervalos es un intervalo, asi que 2 es cerrada respecto de la ope- 
ración de intersección. 

(mM Sif(0,1]C 4y[0,1] CB. entonces [0,1] C 14 U BDy[0.1] 0 (4018) Asi. pues € vs cerrado respec- 
to de ambas operaciones. 


25. Demostrar. Seu a: 4 x A > A una operación asociativa con elemento neutro «. y seu B el con- 
junto de elementos unitarios de A, esto es, el conjunto de elementos de A que tienen simétrico, En- 
tonces B es cerrado respecto de la operación x. 


Solución : 
Sean «+ B y he 8. Entonces a tiene un simétrico  * 3 h tiene un smetrico $! Hay que demostrar que 
nía, b) = arb: KE 


es decir, que eh heno simétrico 


Puesto que 
trn+*hMhb laa ns ibhs th "en 'n 
-= avriíbeb )+a ') 
a>+irra *) 
u.n' 


resulta que 4» h nene por simétrico h xa"! y. por tanto, a+ hz B. 


Problemas propuestos 


DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


26. En el diagrama de funciones de la Fig. 3-3. ¿cuántos cammnos hay de AD y cuáles son? 


A 4 Cc p——— E 
| , | ION 
2 ! it 
B D A as 
Fig. 8-3 Fig. 9-4 


27. Si et diagrama de la Fig. 8-4 es conmutativo, ¿qué funciones son cquivalenles” 


FUNCIONES DE CONJUNTO 
28. Dado W= [1, 2, 3, 4, 5) sea f: W + W el conjunto de pares ordenados: 
$f=(M.3.0.21 04,5, 4.31 (5, 1) 
Hallar: (1) /61,2,3)X (2/01. 41 G)/12. SH 
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2. Dados £ fa, b,c] y T-$1.2,3) y la 
f = (f(a, 1), (b, 3), (e, 1)) 


Avenguar la Junción mducida f: 2% > 27. 


FUNCIONES NUMERICAS REALES 
30. Scan Y — ía. b. c)] y las siguientes funciones numéricas reales f y y de Y. 


j == lía, 2). (b, —y, (e, -D), $ = fía, —2),. (b, UB te, DD 
Hallar (1) 3f. (2) 9 +2, (3) f +9, (4) 2/— 59. (5) fg. (6) If, (1D F, (8) 137 — fo. 


31. Averiguar el dommio de definición de las funciones reales: 


(1D fizj = xHx+3) (Sd) f(x) y 4 — q? 
(2) fix) = x/(x +3) donde x > 0 (4) fa) = log (x*) 


32, Seca f la funcion numerica real de dormnio de definición [ -4, 4] representada en el diagrama de coor- 
denadas: 


Representar del mismo modo las funciones: (1) f— 3, (2) |fl. 


FUNCIONES CARACTERISTICAS 


33. Sean U=la.b,c.d. e), A=la0.b el. B- ¡e dj y € - la, d, el. 
Hallar: (1) xy. (2) xp. (3) Zo 
HA. Sta UY = la. h,c, dl Cada una de las funciones siguientes de (/ en “, 0í es una función caracteristica de un 
subconjunto de U. Hallar cada subconjunto 
1D) (ta, 1), (5, 0), te, 0), (et, 1) (3) tía, 0), (bd. 0), (e, 0), (d, 0)) 
2) (t(a, 0), (b, 1), (e, 0). (d, 0)) (4) ((a, 1), (9, 1), (c, 0), (d, 1)) 


35. Sila funcion característica y, es una función constante, ¿qué puede decirse del conjunto 4? 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 
36. Dada la función 
f == 41, 2), (3, 5), (4. 6), (8, 3) 


cuyo domimo de definición es 31. 3, 4, 8) y las funciones siguientes en las que x e y aparecen como Imcognitas, 
¿Para que valores de q e y. si los hay. será cada funcion una prolongación de la f” 


(1) fi == L, 2), (2, 4d, (3, xy, (4, $8). (5, 8). (8, y)) 
(2) fs = t(, 2). (x, 3). (2, 3), Y 6), (3, 5) 
(3) fi = (14,6), (x, 3), (3,5), (5, y), (1, 2) 


37. En qué caso puede ser constante la restricción de una función caracteristica y, a un conjunto B. esto es. la fun- 
ción x,)B? 
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38. Dados los subconjuntos A, = [a, b, d), Az = lc, de), Ay = ib] de B = ja, bh. e. d, e”. decir s cada una de 
las siguientes funciones de (A;, 42, 43] en Bes una función de elección. 


(Dd) A — HA, Ca 5), (As, dy) 
(32) fa 5 LAs d, (Arz, MS, As, LE 
(2) fi — 141,5), (Az. e), (As, 8)) 


OPERACIONES . 
39. Scaala operación de intersección de conjuntos (1). ¿Es « conmutativa ? (2) ¿Es 2 usoctauva? (3) Hallar el elemen- 
to neutro para x. (4) ¿Qué elementos, si los hay. tienen simétricos y cuales son? 


40. Sea a la operación de diferencia de conjuntos. Nólese que 
A=B - AnR 
(1) ¿Es « conmutativa? (2) ¿Es e asociativa? 
(3) Hacer ver con diagramas de Venn que la operación de untón no es distribuivva con respecto « e, es decir, 


que en general 
AL(B-C) 4 (ALB)-(AUC) 


14) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con respecto 4 a, esto cs. que 
AnN(B-0) -= (ANKH-(ANC) 


41. Sea e da operación con conjuntos definida (y denotada) por 


ASB = (AUB)-(AnNB) 


Esta operación se lama diferencia simétrico. (1) ¿Es e conmutanwva? 
(2) ¿Es e asoctativa? (3) Hallar el elemento neutro, (4) Hallar el simé- 
trico de un conjunto cualquiera A. (5) Mostrar con diagramas de Venn 
que la operación de unión no es distributiva con respecto u í, es decir, 
que, en general, 


AV(BAC) >» (AUBIA(A yC) 


16) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con res- 
pecto a a, o sea que 
ADIBAC) = (AÁNBIA(ANMC) 


CN Bin rado 


42. Sea a la operacion en Y x Q, el conjunto de pares ordenados de números racionales. definida (y denotada) por 
(a, b) a (2, y) = (az, ay + b) 


(1) ¿Ese conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para a. (4) ¿Qué elementos, sí los hay, 
tienen siméisicos y cuáles son? 


43. Sea a la operación en los números reales definida (y denotada) por 
a+bz=a+b4+2ab 
11) ¿Esa conmutativa? (2) ¿Es « asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para «. (4) ¿Qué elementos, si los hay 
tienen simétricos y cuáles son? 
OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


4, ScaE- í ..,-4, -2,0,2,4,...)j. 0 sean los enteros pares. Decir si E €s 0 no cerrado respecto de la opera- 
ción de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación, (4) división (excepto por cero) 


45. SaF -í .. 5,-3.-1,1,3,5,...], o sea los números impares Decir sí Fes o no cerrado respecto de 
la operación de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación, (4) división (excepto por cero) 

46. Sea 3 la familia de lodos los conjuntos acotados de números reales. Decir si 4 es o no cerrado respecto de la 
Operación de (1) umón, (2) intersección, (3) diferencia 


47. Sea 4 la famitia de todos tos intervalos abierto-cerrados Ja. 5] junto con el conjunto vacio. Decir st $ es o no 
cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) mtersección, (3) diferencia. 


48. Constdérese la familia 4 de conjuntos de números reales que contienen al (0), es decir, que A £ Y s1, y solamen- 
te s1, De A Decir si ef es o no cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 
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Respuestas a los problemas propuestos 


M6. dro iofjeg y johof, 


7D. ¿== 80f, 7-08, TOf —u0z0f - u0l, wo: 004, WOR=ZVOT  ponos y wot  wosof= 
VU yraogof vorof 


2 (0) (3,25), 12) (3), (3) (2,1) 


29. fí(a,b,c)) — (1,3), fia. bi) — 11,3), fita,ej) - (1, FA) - DO, Hb.) >= (1,3), fe) (1, 
FUDY) - (3), fiel) — (1) 


3 (1) 3 lía 6), (b, 9), te, —3)) (5) fp = tía, 4), (b, 0), tc, —1)1 
(2) 9 +2 -- tia. 0), (b, 2), te, 3)) (6) Y — ((a, 2), (6, 3), (e, 1)) 
(Dd f+p9 ¿(a, 0), (b, —3), te. 0)) (Dd) f — [(a,8), (bh, —-27). (6, —1)) 
(4) 2f - 59 = t(a, 14), (tb, —6), te, - 7) 18) 13$ fol — (ía, 10), (b, 9), te, 2); 


M4. (1) ix + R,zx* 3) (2) tz ¡ x>0) (3) te ! -2=z- 2) (4d) [lx xeR ,x+0; 


32 (1) 12) 


33 (1) xa. — fe, 1), (b, 1), (c, 0), (d, 0), te, Di 
(2) xs [ía, 0), (b, 0), (c, 1), (d, 1). (e, 0) 
(8) xc = fe, 1), (b, 0), le, 0), (d, 1), (e. 1)) 


4 (1) le, 2), (2) (6), (3) PD, (4) (fa,b.d) 
3, O bien 4 GH. oben J- U 


8 dba 5.1 3401 La -4 (321 8 y puede ser cualquier elemento 
37. O bien 8 es un subconjunto de 4. 0 bien B es un subconjunto nulo del complemento de A 
38 (1) No (1125, 115 


11 07) UE e conjunto enipersal, es el elemento neutro (44 Sulo € tiene simelrico, que es el mimo. 


EE 
2% 


40. tl) No, a Nay 
(3) 


E AS 


AU 1B - Cilo rayado AU B) — 14 U Chlo rayado 


Ruzón 
Definicion de deferencia 
Ley de De Morgan 
Ley distributiva 
Ley asociativa. ley conmutaltya 


Ley del complemento 
Ley de identidad 


Ley de identidad 


Definicion de diferencia 
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(4) Proposición 
L ANA ANO: AUNBNIANCY L 
2 ANDA UOC) 2. 
3 = [ANBDNATUIMN BANCA] di 
4 Pero I1ANBN A" = (ANAINA 4. 
5 :'=DBDONB 5. 
h = Y 6. 
TOC ANB)-1A NC == GUINDA C] 7. Sustitución 
8 =lANBANC 8. 
9 =ANIBNao) 9. Ley asociativa 
10 = ANIB-C) 10. 
41. (1) Si (0)St' 13) Y es el elemento neutro. (4) El simeinico de todo conjunto es el nismo 
(6) 


42. 


43. 


a 


ES 


ACABA (0) lo rayado 


(6) Proposición 


Ll (ADBIA(ANC) = HANBIVIANC)] — (AN BINANO)] 


2 Pero (ANBIUANC) = An(BucC) 
3. (AQBHMNMANC) = (ANÁANIBNC) 


4. = Án(BnC) 
5. , (ADBJA (ANC) = [AN(BUCOH - [AN(BOC)| 
6. = AN(BUC) — (BnC)] 
ik = AnN(BaC) 
(1) No (2) Si (3) El par ordenado 41. 0) es cl elemento neutro 


s 45% 0, que es (l/a, —h/a). 


(1) Si (2) Si 


(105Sí Q)Si (3) Si (4) No 


(1) No (2) No (3) Si (4) No 


(1) Si (2) Si (3) Si 


(1) Mo (2)Si 43) Si 


(Sí QS (3) No 


(3) Cero es el elemento neutro. 


UBA A Y Co ravado 


noe 
Detinicion 
Ley distributiva 
Ley asociativa, 
Ley conmutativa 
4. Ley de idempotencia 
5. Sustitución 
6. intersección distribuliva 
con respecto a la diferencia 
7. Definición 


SA 


(4) El par ordenado (a, +) tiene simetria 


(4) Si a + 12, a liene un simetrico, que es -au (| + 24). 


Parte II: Cardinales, ordinales, 
inducción transfinita 


Capítulo 9 


- Números cardinales 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES 


Parece natural preguntarse sy dos conjuntos cualesquiera tienen o no el mismo número de elemen- 
tos. Para el caso de los conjuntos finitos, basta contar los elementos de cada conjunto, Pero cuando se 
trata de conjuntos imfinitos, la respuesta depende de lo que se entienda por conjuntos con el mismo 
número de elementos o, como se dirá en adelante, por conjuntos equipatentes. Ántes se pensaba que 
todos los conjuntos infinitos eran equipotentes, pero la siguiente definición, atribuida al matemático 
alemán Georg Cantor (1845-1918), revolucionó por completo la teoría de conjuntos 
Definición 9-1: — Lil conjunto 4 es egtepotente al conjunto B, lo que se denota por 

AB 
s1 existe una función 

f:A>Bb 
myectiva y sobreyectiva. 

La función f define entonces lo que se llama una correspondencia Bunivoca entre los conjun- 
tos A y B. 


Ejemplo 1-1; Sean A =|1,2, 5,8) y 7 = [Marcos, Enrique, Pablo, Beatriz). El diagrama siguente de- 
fine una función de A en 7 que es inyectiva y sobreyectiva, Por tanto, R es equipolente u ¿ 


> 


Ejemplo 1-2: Sin Af =]1,2, 3 yA t, 21, Nmguna de las posibles funciones de Men N es inyect- 
va y sobreyectiva. Ást, pues, Mono es equipotente a N 


En vista de los dos ejemplos anteriores, no es dificil comprender que, en general, dos conjuntos 
finitos son eguipatentes = contienen el mismo número de elementos. y solo entonces, Así, pues, pura 
los conjuntos finitos, ha Definición 9-1 corresponde al significado usual de tener dos conjuntos cl mia 
mo número de elementos 

Ejemplo 1-3: Sean (7 = [0.1]. H 12, $! y £:G —H la función dehruda por 
Hx) = 3x +2 
Como f es myectiva y sobreyectiva, enlonces 6 - H, o sea € es equivalente a H 
Ejemplo 1-4: Sean N=(1,2,3. %.jyE£=/2,4,6,...]. La función f N -+ E delinida por f(21= 2x 


es myectiva y sobreyectiva Así que N «=— E 


En el Ejemplo 1-4 resulta que el conjunto infinito NY de tos números naturales es equivalente a un 
subconjunto propio suyo, esto es característico de los conjuntos mfimtos y de hecho queda establecida 
la siguiente 


124 
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Definición 9-2: Un conjunto A es infínito si es equivalente a uno de sus subconjuntos propios. En 
caso contrario el conjunto es finito. 


Ejemplo 1-5: Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Se tiene 
A-A-: (0 
B-BH-.(2) 
fra +1, 1), ar A 
9.6 - (6,2), br B 
son ambas inyoctivas y sobreyectivas Por otra parte, aun no siendo 4 y 3 disjuntos, nó- 
papiro AX INNBx1=0 


pues cada par ordenado de A x [1! tiene | por segundo elemento y cada par ordenado de 
Bx|2] tiene 2 por segundo elernento. 


Se termina esta sección con un teorema que se utilizará después en el capítulo. 
Teorema 9-1: La relación entre conjuntos definida por A — B es una relación de equivalencia. En 
efecto, 


pues las fimciones 


(1) A < A para todo conjunto, 
(2) Si A — B, entonces B - A, 
(3) SIA - By B-C, entonces A - C. 


CONJUNTOS ENUMERABLES 


Sobre la base ya conocida de los números naturales, N = [1,2,3,...;. 
Definición 9-3: Si un conjunto D es equipotente al conjunto N de los números naturales, se llama 
enumerable y se dice que tiene cardinal NM, (alef cero). 
Definición 9-4: S1 un conjunto es finito también se dice enumerable por ser equipotente a un subcon- 
junto de N. Si un conjunto es infinito y no es equipotente a N se dice no enumerable. 


Ejemplo 2-1: Toda sucesión infinita 
Gi, Ua, Ay 
de elementos distintos es enumerable, pues una sucesión es una función 
fin) = a, 
cuyo dominio de definición es N. Asi que si los a, son distintos. la funcion es inyectiva y so- 
breyectiva. Así, pues, los conjuntos siguientes son enumerabies 


A en UA 
A E A a II IA 
111,1)14,:8).. 19,271 0:02 UN HL, «01 


Ejemplo 2-2: Sea el conjunto producto N x N según se ve en la Figura 9-1. 
(1, 1) (1, 3 —(1, 3) 1,4— . 


(2,10 (2,2 (2,3) (2,4) . 


ed 


30 (82 (3,3) — (3,4) . 


4D (412 (43) (4,4) 


E Fig. 9-1 
El conjunto N x N puede escribirse como sucesión infimta de elementos distintos asi: 
ARIAS AZ, 2h ..-] 


(Se ve que Ja sucesión se establece «siguiendo las flechas» en la Fig. 9-1.) Asi que, según lo 
dicho en el Ejemplo 2-1: N x N es enumerable. 


136 NUMEROS CARDINALES (CAR y 


Ejemplo 2-3: Seu 37  10,1,2... ] - NU[OL Ahora todo número natural ez N se puede eseribis de 
uns manera unica en la lorma 


a = Y(2s + 1) 
donde 1.» M4. Lie función f N —- M4 x M definida por 
Ma) = (r, sl 


es myectva y sobreyectiva Por tanto. Mx Mes enumerable Notes que Y x Nes un sub- 
comunto de Mx M 


He aqui varios teoremas subre conjuntos enumerables, 

Teorema 9-2: Todo conjunto infinio contiene algun subconjunto enumerable 

Teorema 9-3: Ln subconjunto de un conjunto enumerable. o bien es enumerable. o bien es fimto. 
y entonces, por extensión, se dice también enumerable (se pueden contar sus elemen- 
tos, esto es, enumerarios) 

Teorema 9-4: Sea A. 47. 43. . . una familia enumerable de conjuntos enumerabies disjuntos dos 
a dos La unión de los conjuntos 


Un Á, 
es enumerable. 
El siguiente ejemplo de un conjunto enumerable es de gran importancia. su carácter de enume- 
rable no es tan claro como parece. 
Ejemplo 2-4: Ses Y” el conjunto de los numeros racionales positivos y sea Y el conjunto de los numeros 
racionales negativos. Entonces 
0=0 UU” 
es el conjunto de lodos los racionales, - 
Sea la función $0? — N x N delfinida asi: 


Frig) = W. q) 


siendo p q un elemento cualquiera de Y * expresado como cociente de dos enlerus pomtiyos 
primos entre si. Es inmediato que fes inyectiva y que, por tanto, Q* es equipotente a un sub- 
conjunto de N x N Por el Teorema 9-3 y el Ejemplo 2-2. (P* es enumerable Asimismo, re- 


sulta que O” es enumerable. Por consiguiente, el conjunto de los numeros racionales, que 
es la umón de Q?. (0) y O”. es enumerable. 


EL CONTINUO 


No todo conjunto imfinito es enumerable. El siguiente teorema presenta un ejemplo particular de 
extrema importancia. 
Teorema 9-5: El intervalo unidad [0, 1] no es enumerable. 
Se dan dos demostraciones de este teorema en la sección de problemas resueltos 


Definición 9-5: Sea un conjunto A equipotente al intervalo [0, 1]. Se dice que A tiene la potencia del 
continuo y que su cardinal es c. 


Ejemplo 3-1: Sea [a. hb] un mtervalo cerrado y sea 
f:[0. 1] -» [a. b] 
la función definida por 
f=a+ (b ax 


Se ve que fes myectiva y sobreyectiva. Asi que (a, b] tiene cardimai c. Se demostrará, además, 
que todo intervalo, abierto o semiabrerto, tiene también cardinal c. 
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Ejemplo 3-2: La función f: [—x/2, x/2) — R, defimda por f(x) = tg x, es inyectiva y sobreyectiva, asi que 


R=-tí 12 12) 


Por tanto, el conjunio de los números reales tiene la potencia del contmmuo, es decir, su 
cardinal es € 


NUMEROS CARDINALES 
Temendo en cuenta que, según el Teorema 9-1, la relación definida entre conjuntos por 
A-B 


es una relación de equivalencia, resulta, según el teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia. 
una partición de todos los conjuntos en clases de equivalencia, que son clases disjuntas de conjuntos 
equipotentes 


Definición 9-6: Dado un conjunto cualquiera A, la farlia x de los conjuntos eguipotentes a Á se 
llama número cardinal de A (o. simplemente, cardinal de A) y se denota por 


xa — (A) 
Definición 9-7: El número cardinal de cada uno de los conjuntos 
DIN TZ, 3): 
se denota por 0, 1, 2, 3,..., respectivamente, y se dice un cardinal finito, 


Definición 9-8: El número cardinal de N. el congunto de los números naturales, y el numero cardinal 
del intervalo unidad [0, 1], se simbolizan respectivamente por 
RIN) = No. + ([0. 1) =< 


Observación 9-1: El símbolo N, (alef cero) fue introducido por Cantor; también suele escribirse £ 
la gótica) en vez de No. 


ARITMETICA CARDINAL 

En vista de la Definición 9-7, los números cardinales pueden considerarse como superconjuntos 
de Jos cardinales finitos 0 
o sea de los números naturales N y 0. La definición que sigue generaliza en esencia las"operaciones or- 
dinarias de adición y multiplicación de números naturales a todos los números cardinales 


Definición 9-9: Sean 2 y f números cardinales y sean A y B dos conjuntos disjuntos tales que 


m7 14), YES HB) 


Entonces «+8 - HAUB) 
af H(AXB) 


Teorema 96: La Definición 9-9 es una buena definición, es decir, que la definicion de x + f y de af 
no dependen de los conjuntos particulares A y B. Esto es. si 


A-A,B-B,  ANB-Q, AMB 9 


entonces 
HAUB) — *(A'UB) 


HAXB) = *A'xB” 
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En la Definición 9-9 se supone que los conjuntos A y B son disjuntos. Como los conjuntos 4 x ¡1| 
y B x 12; son disjuntos en todo caso, sean cuales fueren A y B. puede sustituirse la Definición 9-9 por 
la siguiente: : 
Definición 9-9: Dadosa — HA y $ 1B).es 


ER HA> tdo tao Bo 121) 
ep > H(A> B) 
Ejemplo 4-1: Como 3 — Hija. b, cf) y 4 -— 4131, 3, 5, 7)), entonces 
3+4 - *=ta.b,c,1,3,5,7) = 7 
(314) = Xtla,b,e) X 11,3.5,7) = 12 


O ses, las operaciones de adición y muyluplicación de cardinales finitos corresponden a 14s 
operaciones ordinarias de adición y multiplicación de números naturales 


Ejemplo 4-2: Siendo No = 4(11,3,5,...1) = $412. 4,6. ...]) se tiene que 
Na + Na =4(N)= Ny Y NoNa = HN x N]= No 
Teorema 9-7: las operaciones de adición y multiplicación de cardinales es asociativa y conmutati- 


va, y la multipiicación es distributiva respecto de la adición, es decir. que para car- 
dinales cualesquiera x, fi y y. 


(1) le +8) + y 20 E + y) 


(2) (aBly = alBy) 
(3) a+p= pre 
(4) «a = Bu 

(5) a(B + y) = 28 + ay 


No todas las propiedades de la adición y de la multiplicación de números naturales son validas 
para los cardinales en general. Por ejemplo, para los numeros naturales se verifica la ley de cancelación, 


O sea que ¿ 
a a+b=a+c implica b=c 


ah = ac implica hb = << 
Pues, por el Ejemplo 4-2, 
No + No = No = 1 + Ny no implica Ny = 1 
YoNo = No = No no implica Ny — 1 
se ve que la ley de cancelación no es cierta para las operaciones de adición y multiplicación de car- 


dinales. 
Observación 9-2: Tambien se pueden introducir exponentes en la arimética de los cardinales, como 
sigue: Sean a = R(4) y B = E (B), y denótese por 


B* 
la familia de todas las funciones de A (el exponente) en B Entonces 
P"=4(B*) 


En efecto, las leyes siguentes de jos exponentes, válidas para los números natura- 
les, también lo son para cardinales cualesquiera, x, fi y y: 


(D ale = af*? 
(2) (a*y 
(3) (af) = ef" 


1] 
a 


Ejemplo 43: Dados A = fa, b,cjy B  !l. 2], se tene H(A) 3. K(B)- 2 y 2* = 4(8*%) Pero en B* 
hay exactamente 3 funciones: 


((a, 1), (b, 1), (e, 1)), ((a, D), (b,1), (c,2)), (a, 1), (5,2), (c,1)), ((a, 1), (5,2), (c, 2)) 
(ta, 2), (b, 1), (c,1)), ((a,2), (b, 1), (c,2)), ((a, 2), (5,2), (c, 1)), ((a, 2), (b, 2), (e, 2)) 
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Por tanto, se verifica entre los cardinales. 
2 


Es decir, que si mm y a son cardinales finitos + denota el mismo número, vean 1 y 4 NMUMETOS 
naturales o cardinales. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS CARDINALES 


Una relación de desigualdad se define como sigue entre cardimales: 
Definición 9-10: Sean x — 24 (4) y $] — +4 (B). Suponiendo además que 4 es equipotente a un sub- 
conjunto de B, es decir, que hay una función / 4 > B myectiva, entonces se escribe 
ASB 
que se lee «A es anterior a B», y 
2a< fi 
que se lee «a es menor o :gual que fi». 
Se emplea, además, Ja notación siguiente: 
A < B sigmíica AS<ByA 7? B 
a < fl sigmíica 2<fy as B 
Ejemplo 5-1: Dados A y B fimtos, sean n = HA) y m = 418) Entonces 1 = m como cardinales s, y solo 
Si, 1H = Mm como números naturales Es decir, que la relación de desigualdad en el conjunto 


de los números cardinales es una extensión de la relación de despualdad en e] conjunto de 
los números naturales. 


Ejemplo 5-2: Puesto que N, el conjunto de los números naturales, es un subconjunto de R, el de los nu- 
meros reales, 
Ny =t 
Y puesto que R no es enumerable, se nene Ny +, 
Ny <t 
Ejemplo 5-3: La función idéntica |, : A — A es inyectiva sobre cualquier conjunto 4, asi que A <A y 
entonces a <a para cualquier cardinal a. 
Ejemplo 5-4: Si f' 4 => B es inyectiva y g:8 +C es inyectiva, la funcion producto de composición 
ú le /): A — C también es inyectiva. De modo que 
ASB y BSC implica AZXC 
y para cardinales cualesquiera z, f y y. 
a<f y B=<y implica a <y 
Por lo visto en los dos ejemplos anteriores, el siguiente teorema es cierto. 


Teorema 9-8: Lu relación entre conjuntos definida por A < B es reflexiva y transitiva; y la relación 
entre cardinales definida por « < f es también reflexiva y transitiva 


TEOREMA DE CANTOR 
Los únicos cardinales infinitos vistos hasta ahora son N, y c. Parece natural preguntarse si no ha- 
brá otros; y la respuesta es afirmativa. En efecto, el teorema de Cantor, que se expone a continuación, 
dice que dado cualquier cardinal a existe un cardinal mayor que x. 
Teorema 9-9 (teorema de Cantor): Para todo conjunto A, 
A=<21 
*y, por consiguiente, para todo cardinal x, 
E a < 2" 
siendo así que si a = £ (4), 2" = 4 (2*), número cardinal de la familia de subconjun- 
tos de A. j i 
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TEOREMA DE SCHRÓDER-BERSTEIN 


Dados dos conjuntos cualesquiera 4 y B. se venifica una de las siguientes relaciones por lo menos 
(1) 4 es equipolente a A, esto es. 


Rial 41B) 
(2) 4 no es <oqitpotente a 83, pero A es equipotenie a un subconjunto de 8 fo vaceversa), esto os, 
HIA)< HUB) do HAB) < FLA)) 
(1 des equipotente a un subconjunto de B y B es equipotente a un subconjunto de 4 cto es, 
FIA) HIB) y HIBISRH IA) 
(4) 4 no es cquipotente a un subconjunto de B y B no es eguipotente 3 un subconjunto de 4, esto es, 
HIDE RA BL HAIFA AB) y FAIRE 


bl ociebre teorema de Schroder-Bernstemn establece que, en el casa (3), 4 es eguipotente a 8, es 
den quero 21B) 
Teorema 9-1() (Sehróder-Berastein): Si 1< By B=< A. entonces 4 = H. 4si, pues. para cardinales 

1 y $ cualesquiera, 
21=fyP<x implica x= $$ 

Fl teorema «de Mobhroder-Bernstem se puede enunciar de la manera equivalente que sigue" 
Teorema 9-10: Dados VOFO Y, y 9. A,, entonces X= Y, 

Pura conclosr este capítulo. se enuncia la imposibilidad del caso (4) por cl 


Teorema 9-11 dley de tricotoméa): Para veribcar cualquier par de números cardmales x y $ 
o ben x < fo bien 2 = ff, o hen x > ff 


La denvostro ción de este ullbimo teorema requiere procedimientos de inducción translinila, los cua: 
les se tratarán ey el Capitulo 2, de abr que la demostración «e posponga hasta entonces 


HIPOTESIS DEFI CONTINUO 
Por eb teorema de Cantor, Np < 2% y como ya se ha visto, N,, < €. El teorema siguiente expresd 


la relucion eme 2% e 


Teorema 9-12: 2% -«< 

Ovurre preranta si esistira un cardiial 6 emprendido «entre» Ny y € Desde un pemapio, Cantor 
sostuvo la compbrrra, qottocida por hipótesis del contnto, de que la respuesta a fal pregunta us nega- 
IA TS 


Hipótesis del continuo: Mo vxmte cardmal Pial que Ny < fac 


La BZ a ademosten que da hipotesis del continuo es independiente de los axiomas de la teoria de 
sones, de 02.ta mora eh el mismo seoledo en que el postulado quinto de burdeos sobre 14s fu. 
las paralelos + inuependiente de los otros axvemaas de la geometria. 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTINUO 
1. Sean los circulos concéntricos 
C; ly) ty a), Ca lla, , 1? + y - db?) 
con 0 < a < h por ejemplo. Establecer geométnicamente una 
correspondencia biunivoca entre €, y €). 


Solución: 


Sca 1. €,. Sea la función f* €, > C, donde f(1) cs el punto de 
intersección del radio que va del centro a y, con €,. como se ve en el 
diagrama adyacente 


Resulta que f es inyectiva y sobreyectiva, asi que define una COTTes- 
pondencia bunivoca entre €, y €, 
2. Demostrar: (a) [O, 1] = JO, 1, (6) [0. 1] — [O, 1[. te» [0, 1] — JO, 1]. 


Solución: 
(a) Notese que 


Ot A 0,1, 1142..1/3% Js A 
(0,1) —- 41/2, 1/3, 174, SA 
donde 
A — 10,1] — (0,1,1/2,1/3,...) -— 40,1) — (1/2, 1/3, ...) 


Considerese la funcion £ [0, 1] +]0, t[ definida por el diagrama siguiente 


Es decir 
1/2 a x“0 
fm - l/(n+2) “uz Un, neN 
zx 1 2%0,1/n, neN 
Esta función es inyecuva y sobreyectiva. En consecuencia, [0, 1] — JO, 1[ 
() La funcion f [0, 1] > (0, 1[ definida por 
de Vin+D €u xy -—1l/n, neN 
' A a ax ln, neN 
es inyectiva y sobreyecuva. [Es análoga a la función de la parte (a).] Asi que [0. !] = [O, 1[ 


tc) Sea / [0 I[ > JO, 1] la función definida por flx) = | + Entonces fes inyectiva y sobreyectiva y, por 
tanto, [O, 1[ — JO. 1]. En vista de (5) y del Teorema 9-1, [0. 1] — JO. 1]. 


3. Demostrar que cada uno de los intervalos siguientes tiene la potencia del continuo, esto es, que tie- 
ne cardinal e: (1) [a. 6], (2) Ja. Al. (3) [a, AL. (3) Ja. 5]. siendo a < 6. 


Solución: 
La fórmula fx) = a + tb — abc define cada una de las funciones 
[o, 1] 4 [a, 5] [o 1[ 6[2. ó[ JO. 1[ 6 ja, b[ 10, 1] 4 ja, 5] 


Cada función es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, según el Problema 2 y el Teorzma 9, cada mtervalo 
es equipotente a [O, 1), esto es, tiene la potencia del contimmo. 
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4. Demostrar el Teorema 9-1: La relación de equipotencia A — B entre conjuntos es una relación de 
equivalencia. Es decir, demostrar que 


(1) A — A para todo conjunto, 
(2) SiA -— Bentonces B — Á, 
(3) S14-ByB-=C entonces A = C. 
Solución: 
(1) La función idenuica 1, : 4 A es inyectiva y sobreyectiva: por tanto, A - A. 
(2) Si 4 = B, existe entonces una función f A — B inyectiva y sobreyectiva Por tanto, f tiene una función re- 
eiproca f ': B= A que también es inyectiva y sobreyectiva. Así, pues, 


A- B implica 3-4 


(3) 514 ByB=C, existen entonces funciones f* A —= B y g . B—= C inyectivas y sobreyectivas. Entonces la 
función producto de composición g £ 4=>C también es inyectiva y sobreyectiva y. por consiguiente, 


A-By8B8-“C implican 4 € 


$. Demostrar el Teorema 9-2: Todo conjunto infinito 4 contiene algún subconjunto D que es enumerable 


Solución: 
Seu / 24 = A una función de eleccion, Dada la sucesión: 
a = FA) 
a = FA - ta) 
Ma = FA — le,, a2)) 
a. == JA = Mii tiet) 
puesto que 4 es finito 4 — (41, + .4,-,) nO es vagjo para cualquier m £ N, Además. pucato que f es una fun- 


ción de elección 
Gh +4, donde ¿<nm 


Así, pues, los a, son distintos y. por consiguiente, D = (4, Ga, -.. ) es enumerable 


En esencia, la función de elección / «chgu» un elemento «, e A, después un elemento «, entre los clermentas 
que «quedan» en A, etc Como 4 es infinito, el conjunto de elementos que «quedan» en 4 es no vacio. 


6. Demostrar que para cualesquiera conjuntos A y B, se tiene A x B= B x A. 
Solución: 
La función f: 4 x 8>Bx A definida por 
fla, bh = (b, a), larA.beB) 
es inyectiva y sobreyectiva; por tanto, Ax B-=Bx A. 


7. Demostrar que para cualesquiera conjuntos A, B y € 


A4AxB)xC-AxXBxC-=-Ax1(BxC) 
Solución: 
La función /:(4x B)x C=>Ax Ax C definida por 
fía, bj, 0) = fa, b. 0), fac A beB, ceC) 
es myectiva y sobreyectiva; por consiguiente, (4 x B)x C-Ax8BxC. De igual modo, Ax (8 x Ci- 
AxBxC Asi que entonces 
AxXBOC-AXBxC-Ax1(BxC) 


8. Demostrar: $1 X es un conjunto cualquiera y C(X) es la familia de funciones características de X, 
esto es. la familia de funciones f: X > (1, 0), entonces la familia de subconjuntos de X' es equi- 
potente a C(X), es decir, 2% — C(X). 

Solución : , 
Sea A un subconjunto de Y, esto es, A £ 2% Sea f:2%* + C(X) definida por 
JA) Xa 
o sea que faphca cada subconjunto 4 de Y en g,. la función característica de A (con respecto a X). Entonces f es 
inyectiva y, como antes se vio, sobreyectiva Por tanto, 22 CA). 
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9. 


10. 


Demostrar el Teorema 9-3: Un subconjunto de un conjunto enumerable es finito o es enumerable. 


Solución: 
Sea 


A far, 2. --.) (1) 


un conjunto enumerable y sea B un subconjunto de 4. Si B - $2. entonces es B fimto Si B x= /Í. sea a, el 
pruner elemento de la sucesión (1) tal que a,, € B: sea a, el primer elemento que sigue a a,, en la sucesión (1) 
tal que a,, £ B: etc. Entonces 


A 
Si el conjunto de enteros [n,, 1, ..- ] es acotado, entonces 8 es fimto. Si no. B es enumerable 


Demostrar el Teorema 9-5: El intervalo unidad A — [(. 1] no es enumerable. 


Solución: 
Método 1. Supóngase lo contrario; o sea que 


A - (21, Ta, Ya -..) 


es decir, que A se puede escribir como sucesión. 
Cada elemento de A se puede escribir en forma de decimal con infinitas cifras, como sigue 


Za 7 0, Ap Ruz sa Oo 
X2 = 0. Ou Uzz las... Uon ..- 
La == 0D. Ga Gy Mas -.- Aun ..- m 
La O. Aer Quz Qua --- Qnz 
donde a, E 0.1.  .. 9) y dónde cada decimal tiene un número infinito de elementos no nulos Ás), pues, se es- 


eribe 1 como 0,999. — y, para aquellos números que se pueden escribir en forma decimal de dos maneras, como 
por ejemplo, 
1/2 — 0,5000... -— 0,4999 


(en una de ellas hay ménttos nueves y en la otra todas las cifras son ceros, con excepción de un número finito 
de ellas) escríbase el decimal que tiene los nueves. 
Construyendo ahora el número real 


y-0,5b, b,hb,...b,... 

que pertenecera a A. de la siguiente manera: tomar 6, de manera queh, + a,,,y bh, + 0; tomar h, de modo que 
b, + 837 y bz $0, ete., resulta que y + x, pues b, $ 811 (yb; + 0), y É x7. pues b, + a, (y b, + 0), ete; 
esto es, resulta que y + x, para todo a e N, por consiguiente, y £ A, lo que se contradice con 154 As que la 
suposición de que 4 es enumerable lleva a una contradicción. Por consiguiente. no es enumerable 

Método 2. (En esta segunda demostración del Teorema 9-5, se utibza la siguiente propiedad de los nú- 
meros reales Sea 1, = fa,, b,]. EL - [az. b7].-. una sucesión de intervalos cerrados tales que /, 24%) 
Hay entonces un número real y que pertenece a todos los imtervalos.) 

Suponiendo lo contrario, O sea, como antes 

Y A ENE 

constrúyase una sucesión de intervalos cerrados f,. Ez, - . de la manera siguiente: Sean Jos tres submtervalos 
cerrados de [0,1] 


[0, 1/3], [1/3, 2/3),  |2/3, 1) Mm 


cada uno de los cuales tiene longitud 4. Ahora bien, x, no puede estar en los tres intervalo» (Sí 1, es uno de los 
extremos, podría estar en dos de los intervalos ) Sea /, = [a,, 6,] uno de los intervalos en (1) tal que x, € 7). 
Tomando ahora los tres subintervalos cerrados de J, = [a,. b,], 


jas, a+ 1/9], [0:+1/9, a+ 2/9), [01 +2/9, di] (2) 


cada uno de longitud ¿, 1gual'que antes, sea /, uno de los intervalos en (2) tal que 1, 4 /¿ Continuando de esta 
manera, resulta una sucesión de intervalos cerrados 


1 PR L paa (s$) 
caracterizada porque x, Él, para todo ne N. 
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Segun 34 citada propiedad de los números reales, hay vn número real y € (0, 1] tal que y pertenece a todos 
los intervalos de 13) Pero como 


yeA - ta) 


Yo», para algun me N. Pero por la construcción que se hizo, y = v, ¿1,. do cual está en contradicción con 
el pertenecer 1 a todos los intervalos de (3). Asi. pues, la suposición de que A es enumerable, ha llevado a una 
contradicción Por consiguiente, A no es enumerable 


NUMEROS CARDINALES Y ARITMETICA CARDINAL 


va 


13, 


14. 


Sean A,. Az. 44 y A, conjuntos cualesquiera. Definir conjuntos 8,. B,, B, y B, tales que 


RH(A) + HAS) + F(An) + HA) = HB,UB:UBIUB,) 
Solución : 
SeaB, -4x [111,B,=4,x2,.B,=4A,x [3 yB, A¿x [4]. Entonces B, - 4.1 = 1.2 3,4, 
y B,0B, - DG si 147. Y, por tanto, resulta lo propuesto. 


Sea (4,;,,, una famiha de conjuntos. Definir una familia de conjuntos (B,!,,, tal que 
B,- A, izflyB(1B,=D35i4+j 
Solución : 
Sea B, - A, x |, ¡el La famba [B,),,, tiene las propiedades que se piden 


Demostrar el Teorema 9-7: Para cualesquiera cardinales a, f y y. 

(1) (+8) +y = a+ (B+ y) 

(2) (aB)y = «l[By) 

(3) x+B= Bda 

(4) af = Be 

(5) — «e(B+y) = 0B+oy 
Solución : 
Sean 4. B y C conjuntos disjuntos dos a dos tales que a — HA) £B= *B) y y = H(C) 
(1) la+B)+ y = HAUB) + $0) = é(AUBJUC) 

a+ (B+y) — RA + HBUC) = AHHALI(BUC)) 


Como la umón de conjuntos es asociativa, esto es, como (4 U B UC = 4U (BJ) Crentonces 
la+B) ty = a+ (8+ y) 


(2) ley = HAXBI(C) = H(A MB) x C) 
aABy) = RAMNBXC) = (AX (BxC) 


Por el Problema 7 se sabe que (A x B)x C- A x(Bx C) Por consiguiente, ta); = a(ff;) 


(1) a+ f= HAUB) - HBUAl=8B+x, pues AUB= BU A. 
(4) Nótese que 38 = HA x B) y fa = HB x A). Por el Problema 6, Ax B- Bx A, así que af = fa. 
(5) Observar primero que BN) C = Y implica (4 x BINV(A x C) = Y Entonces 


dA+ y) = HA) R(BUC) = FA x (BUC)) 
apt ar = HAXB) + HAXC) = BLA x BjuíA x CD) 


Pero A x (BUC) — (AX Bv (A x C). Luecga — «(A+ y) — afl t ay. 
Demostrar. Not = €. 


Solución : 
SeanZ=|...,-1,0,1,...j) y A =[0, 1[. La función f: Z x A — R definida por 
fia=i+a 
que áplica, pues, f(¡¿* x [0, 1[) sobre [i, + + t[ es inyecteva y sobreyectiva. Por tanto, 
(Z x AR 


Como 4(Z) = No, HA) = 0 y HR) = 0, es Ny = €. 
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15. 


Demostrar que si fí es un cardmal infimio, entonces 


N +B=8B 
Solución: 
Sca Á un conjunto nfimio, B = (b,, by, ... | enumerable y 4018 - 5. El teorema sera cierto st se de- 
muestra que 
AUB-A 


Como 4 es infimto, 4 conbene un subconjunto enumerable 
e D= ldi. di ...! 
Ses / 4UB +A definida por el siguiente diagrama 


Es der. la f. AU B >» A definida por - 


Tz 4 riA-D 
fx = dins sx dd 
¡den a y b 


Entonces f es inyectiva y sobreyecuva, En consecuencia. AL B - A, como afirma el teorema 
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16. 


17. 


Demostrar el teorema de Cantor: Para todo conjunto A. A < 2% y. por tanto. 4 (4) < $ (2%). 
Solución : 

La lunción g 4 + ?* que aplica cada elemento e £ 4 en el conjunto formado por a solo, esto es, la defin 
da por g(e) = fal. es myectiva; por tanto, A < 2”. 

Si se demuestra ahura que 4 no es equipotente a 2%, queda establecido el teorema Supomendo lo conira- 
no, o ses yue exista una funcion f A + 2% myectiva y sobreyectiva, sea 4 4 un cemento que llamaremos 
«malo» s e no pertenece al conjunto que es su magen, es decir que a fla). $ sea 8 cl conpunto de ele- 
mentos «malow. 

B=ix|]reaA, xéfiol; 


Se ve que Bes un subconjunto de A. esto es, Be 2* Portanto,comof. A + 2*es sobreycctiva, existe un ele- 
mento A+ 4 tal que fibp 8 ¿Es h «malo» o no? Si be B, entonces, por la definicion de B Pefibp  Byue 
es imposible De igual manera, si bg B, entonces b£ ftb)  Bque también es imposwble Asi. pues. la suposición 
del principio de que 4 - 2%, ha Nevado a una contradicción Por consiguiente, la Supost Ian es falsa y el leore- 
ma es cxrerlo 


Demostrar el teorema de Schróder-Bernstem: Si Y DF Y, y MN V, entomes Y = ). 


Solución: E 4 

Como 1 = 4,, existe una función f* Y +A, inyectiva y sobreyoctiva Por otra parte, como 1) F, la 
restriccion de f 4 Y, que tambren se denotará por f. es asimismo inyectiva, por tanto, Y es equipotente a un >ub- 
conjunto de X,, esto es. Y — Y,, donde 


XDYDX, DY, 
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y f" Y + Y, es imyectiva y sobreyectiva Pero ahora X, € Y, por parecida razón. A, = A, donde 


XY3XIY. IX, 
y f: X, —+ X, es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, hay conjuntos eguipotentes X, X,. X,. . y conjun- 
tos equipotentes Y, Y,, Ys, ... talés que 
IVA IVA DIA 


Sea 
B = ANONYnNXNY NXiNn Yin. 


Entonces 


a 
t 


(LX Y LIX) LIX Y JU es B 
Y = (F-XDu(A)-YJLI(FI—XYU: UB 
Nótese, además, que 
(X—Y) - (X-Y 0 - (Xi- Yi - -c- 
En particular, la función 
F. (Xy, — Y.) . (ne. > Y.) 


es inyectiva y sobreyecuva, 
Sea la función g: Y = Y definida por el diagrama: 


O expresado de otra manera: 
_ Jia) sí eeX-—Y, o muoX-Y 
1) = le si ee YX, ó 20228 
g resulta ser inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, X = Y, 


Demostrar el Teorema 9-12: e = 2%, 


Solsción: 


Sea R el conjunto de los números reales y sea 2% la familia de subconjuntos de Q, el conjunto de los núme- 
ros racionales, Sea, adernás, la función f: R—= 2% definida por 


fa) =(x,x180,x<a) 
o sea que f aplica cada número real a en el conjunto de los números racionales menores que a. La a que 
f es inyectiva: Sean a, be R, a + b con a < b, por ejemplo. Por una propiedad de los números reales, existe un 


número racional r tal que 
a<r<b 


Entonces r e f(b) y r £ fla); se sigue que f(b) + f(a) lo que quiere decir que fes inyectiva, Así que R < 2% y como 
HR) = e y $(Q) = No, 


E == 2Yo 


Sea ahora C(N) la familia de funciones características f: N = (0, 1) la cual, como se demostró en el Proble- 
ma 8, es equipotente a 2%, siendo N el conjunto de los números naturales. Considerando la función 
F:C(N) + [0, 1] definida por 


FO) =0, AD) 12) J0)... 
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que es un decimal con imfimios ceros y unos, si f, g e CIN) yf + g, entonces F(f) + Fig). pues los decimales serían 
distintos; así que F es inyectiva. Por consiguiente, 2% — C(N) < [0, 1] y entonces 


¿M0 sp 


Y, por tanto, 
c=2% 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. Demostrar: El conjunto P de todos los polinomios 


P(T) = 60 +12 + -+» +02" (1) 
con coeficientes enieros, es decir, con ay, 8,, ..., q, enteros, es enumerable. 
Solución: 
Para todo par de números naturales (a, »1). sea P,, ,,, el conjunto de polinomios de (1) de grado m para los 
cuales 
las] + jar + >: + lan] = na 


Es claro que P,, n, es finito. Por tanto, 
P= UjEN=N P, 


es enumerable, pues es una familia enumerable de conjuntos enumerables. No siendo P fimto, es. por consiguien» 
te, enumerable, 


20. Un número real » se llama número algebraico si r es solución de una ecuación polinómica 
PT) = QA R + +anar = 0 
con coeficientes enteros. Demostrar que el conjunto A de los números algebraicos es enumerable. 


Solución: 
Por el precedente problema, es evidente que el conjunto £ de las ecuaciones polinómicas es enumerable: 
E = 4p(x)=0, príx)=0, pix) =0, ...) 
Definido ; 


Ay = (x|x es una solución de p¡(x) = 0) 
puesto que un polinomio de grado » puede tener a lo más n raices, todo A, es finito Por consiguiente, 
A = Uren Á, E 


es una familia enumerabie de conjuntos enumerables. Asi, pues. 4 es enumecable si no es tinito 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTINUO 


21 Los enteros, Z, se pueden poner en correspondencia biunivoca con A. los numeros naturales omo sigue 


E O A A AR O 


0 1 -1 2 2 3 3 
Hallar una formula que defina una función Y N-» Z que exprese esta correspondencia entres y? 


22. Nx N se escriió como sucesión considerando el diagrama de la Fig 9-1 No es esta la única munera de eseri- 
bir en sucesión N x MN, Escribase N x N como sucesión de otras dos maneras distintas. haciendo diagramas 
apropiados. 
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23, Demostrar el Teorema 9-4. Sea A,. 47. A. una familia enumerable de conjuntos disjuntos des y dos, cuda 
vno enumerable La unión de los conjuntos 1/;. y 4, €s enumerable. 


24, Demostrar que sí 4 y B son enumerables, A x B tambien es enumerabie 
25. Demostrar que el conjunto de puntos del plano que liene coordenadas racionales es enumerable 
26. See 7," ,, una famiha de mtervalos disjunios dos a dos Demostrar que la farulia es enumerable 


27. Se dice que un numero real x es trascendente sí no es algebraico, es dectr, s1 1 no es soluc on de una ecudelon 


polinómitca pix) = dy + ax + ...q 0 =0 


con cocfic.ientes enteros (vease Problema 20) Por ejemplo, x y e son numeros trascendentes Demostrur que el 
conjunto de Jos números trascendentes no es enumerable 


28. Demostrar. <” =ec =< (Por consiguiente, R x R tiene la potencia del continuo ) 


ARITMÉTICA CARDINAL 


29, Demostrar que 51 a </f/, existe un conjunto 3 con un subconjunto A tal que 2 = 414) y ff = 41B) 
30. Demostrar que si a < ff, entonces para cualquier cardinal y, (l)a+»y<fB+>3. (27% </ 


31. Sea Y el conjunto de los numeros reales trascendentes. Demostrar que 2175 —< (En cl Problema 27 solo ve ate- 
mostrá que T no era enumerable.) 


32, Seu a = 404) 2? se defimó como el cardinal de la familia de subconjuntos de 4. es den, que 2% 4(2% Tam- 


bién se defimó 2* como cardinal de la familta de todas las funciones de A en un conjunto A, siendo 48) 2 


Demostrar que estas dos definiciones son equivalentes. 
33. Demostrar que para cualesquiera cardinales, x. f y y adm! 0? ?, 


34. Demostrar que si a < 3, entonces paru cualquier cardinal y. (1) 0? <fP. 12) y < y? 


Respuestas a los problemas propuestos 


21. La función /: A => Z definida por 


he —x/2 + 1/2 51 1 es impal 
la = ] e/2 $1 4 Es par 


hene la propiedad pedida. e 


22, Considerando los siguientes diagramas de N x N 


(11) (1, 2) ouaco (1, 8) 1,4 —** 001,2) 10 _e (1,0 
E AS 
(2,1) —- (2, 2) (2, 3) (2, 4) ... (2,1). (2,2) -7 (2,9) (2, 4) 
” 
| A E% a 
(8, 1) —— (3, 2) -— (3, 3) (3, 4) ... A 
(4, 1) —= (4, 2) —= (4, 3)» (4, 4) ... (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) ... 
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resulta que N x N se puede escribir como sucesión infmita de elementos diferentes como sigue: 
NxN = ((1,1). (2,1), (2,2), (1,2), (1,3), (2,3), ...) 
N x N 3 ta, 1, 1,2, (2,0, (1,3), (2,2), (3, D. (1,4), .. 3 
23. Sugerencia Demuestrese que VU); y 4, es equipotente a N x N, 
25. Sea $ el conjunto de puntos del plano que trene coordenadas racionales y sea (Y el conjunto de los numeros ra- 


cionales. Se ve que S -— Q x Q porque cada punio x e $ corresponde a un par ordenado unico (q, y JE Ox O, 
y viceversa Pero como Q x Q es enumerable, por serlo O, entonces $ es enumcrable 


26. Todo intervalo 7,. +£ / contrene al menos un número racional q,. Por otra parte, si 7, + F, entonces q, - q, por- 
que 7, y T, son disjuntos Por cons; te, [T,;, ., es equipotente a un subconjunto ¿q,),,/ de los números ra- 


cionales, con lo cual ¡7,),,, es enumerable. 


27. Sugerencia. R. que no es cnumerable, es la union de los números algebraxcos y los trascendentes 
28. ScaaA = [0, 1] Hay que demostrar que A x A tene la potencia del contmmuo Sean 1. +¿([0. 1] Entonces xe 1 
se pueden escribir de una sola manera como decimales de infinitas cifras 
x=0OxX; xi... y=0,),1 44 
no nulas (por ejemplo, se escribe j como 0,4999, .. en vez de 0.5000 ..). 
Sea $: 4 x Á—= A defimda por 
Ax, y) e 0, Xi Yr 2 Y2 M3 Pg. 


fer inyectiva Por tanto. 4 x 4 tene cardinal e a lo uumo. Pero A x 4 liene cardinal < por lo menos, puesto que, 
por ejemplo, 


[(0, x) | xe[o0, 1)) 


que es un subconjunto de A x A, es equipotente a A. En consecuencia, A x Á tiene por cardinal e, es decir, pene 
la potencia del continuo. 
Nálese que $14) = <, luego c* = HA x Aj) =<. 


32. ScaB = /0, 1! Entonces $(B) = 2 y B* = C[A), el conjunto de funciones caracteristicas de 4 Por el Problema 8, 
210 BP”. Por tanto, $124) = 218"). 
Y, Seana = 414). $ - HB) y y = $(C), siendo B y C disjuntos. Entonees $ + y = HBVL, CO) Notese que 
a +7 = HLAPUS) y Ay? 3 $4? x At) 


y que 4*+'* es el conjunto de todas las funciones definidas en B 1) € y cuyo codomunio es 4 4% y 4% tienen pa- 
recido sigmibicado. El teorema queda aclarado al demostrar que 


ACUC AP o A 


” 


Si fe 4% corresponde al par ordenado de funciones 
YIB.JIO) 
Na restricción de fa B y la restricción de f a €). Obsérvese que (/] B.f] €) pertenece a 4% > 4% La función 
F>APOTÑ Al x 4% defmida por 
N=UIBI (O 


es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, APUC A? x A. 
Y entonces uf*? = *x? 


M. Comoa < $, existe un conjunto B con un subconjunto Á tal quea - HA) y $ -— HB) Sea adermás,) ANC) 


(1) Seafe Al, esto es, seaf. C => A. Como A CB, f se puede considerar como una función de € en B, esto es, 
fe B” Luego Af es un subconjunto de 8” y, por tanto, 4% < B% Comox HADyf  H(B%] se de- 
duce que u? < $”. 

(2) Sea fe C”, esto es, seaf: A > C. Sea también una prolongación de fa una función f 2 +C Nótese que 


si f + g, entonces f' + g', donde g' es una prolongación de £. Por tanto, la funcion F: C* —= C* definida 
por F(f) = f es imyectiva, Y entonces C* SC? Como y" =- 40%) y Y  K(C9), se deduce que y” < y. 


Capitulo 10 


Conjuntos parcial y totalmente ordenados 


CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


Un orden parcial en un conjunto A es una relación Al en A 
(1) reflexiva, es dectr, (a, a) e A para todo a£ A, 
(2) antisimetrica, esto es, la, b)E R y (bh, a) e Gl implican a — h, 
(3) transiliva, es decir, (a. b)e R y (hb, c) € A implican (a. c) E Ol. 
Si una relación A en A define un orden parcial en A, entonces (a, b)£ A se denota por 


aSb 


que se lee «« anterior a hb». 


Ejemplo 1-1: 


Ejemplo 1-2: 


Ejemplo 1-3: 


Ejemplo 1-4: 


Ejemplo 1-5: 


Ejemplo 1-6: 


Sea Y una familia de conjuntos, La relación definida en «f por «x es un subconjunto de 1» 
es un orden parcial en .£. 


Sea A un subconjunto de los números reales. La relación en A definida por «x < y» es un 
orden parcial en A. que se lama el orden natural ea A 


Sea GR la relación definida en los números naturales Y por «x es multiplo de y», ft es un orden 
parcral en N. Y asi se tiene 62, 15%3 y 17 < 17. 


Sea W la. b, c. d. ej. El diagrama 


As 
SÍ 


define un orden parcial en W de la siguiente manera: x < y six yo sise puede ar de y 4 
v en el diagrama yendo en la dirección ascendente indicada Nótese que hbXa, dZa 
yeZce, 


Sea R la relacion en £  11,2,3,4,5, 6) definida por «x divide a y» R es un orden parcial 
en P. Este orden parcial en Y se puede describir también por el siguiente diagrama, que €s 
semejante al diagrama del ejemplo anterior y a los diagramas hneales construidos para famt- 
has de conjuntos 


E 
<A 


Sea RR la relación definida en una familia de conjuntos por «X' es equipotente a un subcon» 
junio de Y» fes decir, X S Yi Por el Teorema 9-8, Ál es reflexiva y transitiva, y por el Teore- 
ma 9-10 de Schroder-Bernstesn, (R es antisimétrica. Asi, pues, KR es un orden parcial en la [a- 
mia de conjuntos 


S1 bien el simbolo < se utilizó antes para denotar una relación entre conjuntos, la relación, 
como se ve en este ejemplo, es un orden parcial. 


156 
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Definición 10-1: Un conjunto A y una relación R de orden parcial en A constituyen un conjunto 
parcialmente ordenado. 


Observación 10-1: Nótese que un conjunto parcialmente ordenado consiste en un conjunto 4 y una 
relación de tipo particular A en A; por esta razón, un conjunto parcialmente or- 
denado se denota a veces como par ordenado 


(4,R) o (4, <) 


Sin embargo, es corriente emplear el mismo símbolo, 4, por ejemplo, para denotar tanto el conjunto 
parcialmente ordenado como el propio conjunto en que se ha definido el orden parcial 


Observación 10-2: En este capitulo y en los siguientes se supone que todo conjunio de números rea- 
les está ordenado por el orden natural, al menos que se advierta otra cosa, explícita 
o implicitamente. 
En relación con los conjuntos parcialmente ordenados se emplean, además, las notaciones si- 
guientes: 
a<bsignificaa <Sbya * b; léase «a estrictamente antenor a bh». 
b > a significa a < b; léase «b supera a a». 
b > a significa a 5 b;. léase «b estrictamente superior a a». 
£. £., £ y Y se entienden por si mismas. 


Dos elementos « y b de un conjunto parcialmente ordenado se dicen no comparables si 
axfb y ba 


es decir, sí ninguno de ellos precede al otro. En el Ejemplo 1-3, los números 3 y 5 no son comparables, 
pues ninguno de ellos es múltiplo del otro. 


Observación 10-3: Si una relación A en un conjunto A es reflexiva, antisimétrica y transitiva, en- 
tonces la relación reciproca R”? es también reflexiva, antisimétrica y transitiva, 
O sea que si (R define un orden parcial en A, entonces (R”' también define un or- 
den parcial en A, que se llama el orden inverso. 


CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 


La palabra «parcial» se emplea al definir un orden parcial en un conjunto A porque algunos ele- 
mentos de 4 pueden no ser comparables. Si, por otra parte, cada par de elementos de un conjunto par- 
cialmente ordenado A son comparables, entonces el orden parcial en A se llama orden total en A. 
De ahi la 


Definición 10-2: Un orden total en un conjunto A es un orden parcial en A más la propicdad 
aX<bu=b0a>b 
para cualesquiera dos elementos a y b de 4. Un conjunto A y un orden total dado 
en A constituyen un conjunto totalmente ordenado. 


Ejemplo 2-1: El orden parcial en cualquier conjunto A de números reales (con el orden natural) es un orden 
total, puesto que dos números cualesquiera son comparables. 


Ejemplo 2-2: Sea A el orden parcial en Y — (1, 2, 3, 4, 5, 6) definido por «x divide a y» R no es en- 
tonces un orden total en Y, ya que 3 y $5 no son comparables. 


Ejemplo 2-3: Sean A y 3 conjuntos totalmente ordenados Su producto cartesiano A x B se puede or- 
denar entonces totalmente coma sigue: 


la. 5)< (la, b') sia<a osia=a yi<b 


Este orden se llama orden lexicográfico de A x B porque es análogo a la manera como se 
ordenan las palabras en un diccionario. 


152 CONILNTOS PARCIAL Y TOTALMENTE ORDENADOS [CAP 10 


Ejemplo 2-4: Sca JA/',,, una familia totalmente ordenada (es decir, / está totalmente ordenado) de con- 
juntos totalmente ordenados disjuntos dos a dos. Entonces la unión ,/,,1 Á, queda total- 
mente ordenada (21 menos que se diga otra cosa) como sigue Sean 4, he, ,/4,. existen 
entonces y, k E f tales que 4£ A, bt 4. Ahora bien, 1 /<k.4 36, y si] — k, entonces e 
y h están ordenados por el orden de A, 


Observación 10-4: La palabra «orden» será empleada muchas veces, ya por orden parcial. ya por 
orden total. 
SUBCONJUNTOS DE CONFUNTOS ORDENADOS 


Suponiendo una relación A que define un orden parcial en un conjunto A, o sea que (4, A) es un 
conjunto ordenado, sea Aun subconjunto de A. Entonces el orden parcial A en 4 induce un orden par- 
cial (R' en B de la siguiente manera: Si a, he B entonces 


(a. he estoes. a 5 bh 


como elementos de B, s1, y solamente si, (a, bj E R, es decir, a 3 b como elementos de A. Se dice en- 
tonces que el conjunto ordenado (B, R') es un subconjunto (parcialmente ordenado) del conjunto or- 
denado (A, A). 


Ejemplo 31: Sea W = fa, h, e, d. e, ordenado como sigue: 
a 
$ 
Ó yn 


Entonces Y = (a, d, ej con el orden 


SS 


es un subconjunto del conjunto ordenado W. Pero Y con el orden 


GAR 
e a 
no es un subconjunto del conjunto ordenado W, 


SUBCONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 


Sea Á un conjunto parcialmente ordenado. Entonces, como ya se vio, el orden parcial en A 1n- 
duce un orden parcial en todo subconjunto de A. Algunos de los subconjuntos de A quedarán en realt- 
dad totalmente ordenados. 

Nótese que s 4 es un conjunto totalmente ordenado, todo subconjunto de 4 es lotalmente or- 


denado. 
Ejemplo 4-1; Sea A, los números naturales, ordenado por «x es múltiplo de y» Entonces N no esta lo- 
Ñ talmente ordenado, pues 4 y 7 no son comparables, por ejemplo Pero el conjunto 


MESNZAAAS a tol 


si es un subconjunto totalmente ordenado de N 
Ejemplo 4-2; Considérese el orden parcial en W = la, b, e, ed, e) defimdo por el diagrama 
a b 
ne 
E 
d e 


Cada uno de los conjuntos ja, c, di, [b, di, (b, c, e), la, c.e, y la. cy es un subconjunto de 
W totalmente ordenado, Los conjuntos ¿a, b, ej y (d, e) no son totalmente ordenados 
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PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 


Sea A un conjunto ordenado, El elemento uz 4 se dico primer elemento de 4 51 para todo t2 4, 


aXÉx 


mk 


ts dec.t, uy 4 es anterior a todos los elementos de 4. Análogamente. un elemento he 1 se dice ultima 
elemento de Á si, para todo xE Á. EZ 


es decir, si h es postermor a todos lus elementos de 4. 


Ejemplo 5-1: 


Ejemplo 5-2: 


Ejemplo 5-3: 


Ejemplo 5-4: 


Observación 10-85: 


Observación 10-6: 


Sea Wa=la b. cd. e ira por el diagrama siguiente * 


LS 
O 


Aquí a es un elemento último ES M” porque es poslerior a toda elemento Nolexe que Y ca- 
rece de primer elemento. El elemento d no es un primer elemento porque no es anterior a € 


En los números naturales N. el | es un primer elemento de Y, pero nm hay uliimo ele- 
mento. 
Sea .4 un conjunto y sea $ la familia de subconjuntos de A, o ses cl conjunto potencia de 


4. Si Y se ordena por «x es un subconjunto de y», resulta ser primer elemento el conjunto 
vacio y último elemento de .Y el conjunto A. 


Sea 4 = ¡1]D< 1 < 1] ordenado por «1 - y» 4 está entunces lotalmente ordenado, peru 
no nene primero ni último elemento 


Un conjunto parcialmente ordenado puede tener a lo más un primer elemento 
y un último elemento. 


Si a y b son primero y último elementos, respectivamente. de un conjunto par- 
cialmente ordenado A. entonces a y hb serán último y primer elementos, respecti- 


_ vamente, el orden inverso de A. 


ELEMENTOS MAXIMAL Y MINIMAL 
Seu A un conjunto ordenado. Se dice que un elemento uy £ A es maximal si 


ao Z<x implica a= x 


Es decir, a es un elemento maximal si no hay en A ningún elemento posterior a e en sentido estricto. 
Análogamente, se dice que un elemento hb £ A es minimal si 


x<b implica b= 


esto es, si ningún elemento de A es estnctamente anterior a bh. 


Ejemplo 6-1: 


Sea W = ja, b, c, d, ej un conjunto ordenado por el siguiente diagrama 


DS 
AS. 


Tanto d como e son elementos minimales, puesto que no hay en W ningun elemento estric- 
tamente anterior a nmguno de ellos. El elemento a es un elemento maxmal. 
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Ejemplo 6-2: Sea W = la, bh, <. d, e, ordenado por el diagrama: 
a 8 
£ d 


Aqui a y b son elementos maximales, y < y d son minimales Obsérvese que W no liene pri 
mero m último elemento. 


Ejemplo 6-3: Sea V = [x]0<w< I¡ Y no tiene elemento maxsmal nm elemento minimal 


Las observaciones siguientes muestran las relaciones entre los conceptos antes definidos, A es aqui 
un conjunto parcialmente ordenado. 


Observación 10-7: Si a es un primer elemento de A, entonces a es un elemento minimal de 4 y es úni- 
co. Asimismo, un último elemento de A es un elemento maximal de 4 y es único 


Observación 10%: Si A es totalmente ordenado, puede tener a lo más un elemento minymal. que sera 
entonces primer elemento. De igual modo, puede contener a lo más un elemento 
maximal, que será entonces último elemento. 


Observación 10-9: Todo conjunto fimto parcialmente ordenado tiene por lo menos un elemento má- 
amal y un eleraento minimal. Un conjunto mfimio ordenado, como en el Ejem 
plo 6-3, puede no tener elementos maxsmales o minimales, aun en el caso de ser 
totalmente ordenado. 


MAYORANTES Y MINORANTES 
Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A Un elemento ri de 4 se lama 
minorante de B si, para todo xg B, E 


es decir, sí m es anterior o inferior a todo elemento de B Si un minoranie de A es posterior o superior 
a Todos los otros minorantes de B, se dice que es el extremo inferior o el infimo de B y se le denota por 


imf (8) 


En general, B puede no tener minorantes o tener muchos, pero solo puede haber a lo más un inf (8) 
Análogamente, un elemento M de A se llama mayorante de B si M es posterior o superior a todos 
los elementos de B, esto es, si para todo xe B 


x<M 


St un mayorante de B es anterior y interior a todos los mayorantes de E, se dice que es el vrfremo 
superior o supremo de B y se le denota por 


sup (B1 
Solo puede haber un sup (B) a lo más 


Ejemplo 7-1: Sea V= la, h,c.d e. f. gl ordenado por el siguiente diagrama 
a b 
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Sea B = ¿e, d, e), Entonces a, b y c son mayorantes de B, y f es el único mmorante de B. 
Nótese que g no es un minorante de B porque g no es antersor a d, g y d no son comparables 
Par otra parte, c = sup(B) pertenece a B, en tanto que f = inf(B) no pertenece a A. 


Ejemplo 7-2; Sea 4 un conjunto de números reales acotado, es decir, que tiene mayorantes (o que es ma- 
yorado) y que tiene minorantes (o que es minorado), Se verifica entonces un importante teo- 
rema sobre los números reales que establece la exssiencia de infí4) y de supiA4) en la orde- 
nación natural de R 

Ejemplo 7-3: Sea Q el conjunto de los números racionales. Sea. 

Bx=ix[xcQ0,2<x < 3) 
es decir. B consiste en los números racionales entre y? y y3 sobre la recta real. A 
tiene entonces infinitos mayorantes y minorantes, pero mf(2) y sup(B) no existen. Es decir, 


B no tiene extremos ni inferior ni superior. Nótese que los números reales sb 2 y 3 no per- 
tenecen a Q y no se les puede considerar como mayorantes o minorantes de $. 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


Se dice que dos conjuntos ordenados son isomorfos si existe entre sus elementos una correspon- 
dencia biunivoca que preserva la relación de orden. En particular, 


"Definición 10-3: Un conjunto ordenado A es isomorfo a un conjunto ordenado B, lo que se denota por 
Az=B 


si existe una función f: A — B inyectiva y sobreyectiva y que tiene la propiedad 
de que, para cualesquiera elementos a, 42 A, 


a <a' si, y solo si, fía) < fía') 
La función f se dice aplicación isomorfa O isomorfismo de A en B. 


Ejemplo 8-1: Seca )= (1,2, 6, 8) ordenado por «x divide a y», y sea W = la, b, e, d) ordenado por al si- 
guiente diagrama: 
a 


NY 


2 —. o 


Un diagrama de Y será el siguiente; 


2 
1 
Entonces V = W porque la función f: V <= W definida por 


NJY/ 
NS 


es un isomorfismo de Y en Y, es decir, establecs una correspondencia btunivoca entre los ele- 
mentos preservando la relación de orden Nótese que 


¿g = 101, dd, (2, 6), (6, a), (8, D). 
es también un isomorfsmo de Y en W. 
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Ejemplo 8-2: Considérense los números naturales N =|1, 2, ...j y los enteros negativos Mo: ' ll 
2, ... | ordenados ambos por el orden natural «x < y» Entonces N no es isomorfo a Y 
Porque 1 f: N +» M es un isomorfismo, entonces para lodo ge N, 


1<a implicaría (1) £ fla) 


para todo fla)e M. Como M carece de primer elemento. f no puede existar 


Ejemplo 8-3: Los números naturales N = |1,2,3,.  ) son un conjunto isomorfo al de los números pares 
= (2,4, 6, ...) porque la función f: N — E definida por fix) = 2x es un 1somorfismo 
de N en E. 


Los siguientes teoremas resultan directamente de la definición de conjuntos isomorsfos 


Teorema 10-1-1: Si A es totalmente ordenado y B > A, B es totalmente ordenado. 


Teorerna 10-1-2: Sea f: A => B un isomorfismo. Entonces az A es primer elemento (último, mi- 
nimal o maxiwmal) si, y solamente s1, f(a) es primer elemento (último, minimal o 
maximal) de B. 


Teorema 10-1-3: Si A es isomorfo a B, entonces A es equipotente a B. 
El siguiente teorema es importante para la teoria que se va a desarrollar. 


Teorema 10-2: Lu relación definida entre conjuntos ordenados por 4 = B es una relación de equi- 
valencia, es decir. 


(1) A = A para todo conjunto ordenado 
(2) SiA=B,esB = A 
(3) SiA=BYB=C,0e5SsA=C 


Observación 10-10: La condición en la Definición 10-3 de que 
a <a' si, y solo si. f(a) < fía”) 
es equivalente a las dos condiciones siguientes: 


(1) a<a' imphca fía) < fía"); (luego a > a' implica fía) > fla Y, 
(2) a || a' (no comparables) implica f(a) [| fía). 


Por tanto, si los conjuntos están totalmente ordenados, solo (1) es necesana. 


TIPOS ORDINALES 
Según el Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordenados por 
A=B 


es una relación de equivalencia. Por tanto, según el teorema fundamental sobre relaciones de cquiva- 
lencia, todos los conjuntos parcialmente ordenados. y. en particular, todos los conjuntos totalmente 
ordenados. quedan repartidos por esta relación en clases disjuntas de conjuntos 1somorfos. 


Definición 10-4: Sea A un conjunto totalmente ordenado y sea € la familia de los conjuntos isomor- 
fos al A. £ se llama entonces el tipo de orden de A o el tipo ordinal de A, 


El tipo ordinal de cada uno de los conjuntos N, Z y Q, o sea los números naturales, enteros y ra- 
cionales, se denota respeciivamente por ww, A y 7. 

Si ¿ es el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, entonces ¿* denotará el upo de orden de 4 con 
el orden inverso. 


Ejemplo %1: El tipo ordinal de £ =< [2, 4, 6, ...] es e» porque £ es isomorfo a N. 
Ejemplo 9.2: Nótese que N $1.23, ' en el orden natural no es isomorío a A en el orden Inverso, 


así que w +w Pero Z =([...., -2. —1,0,1.2,...! en el orden natural es isomorfo a 
Z en el orden inverso. Por lanto, x= r?. 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


l, 


La relación en N, los números naturales, definida por «1 divide a y» es un orden parcial 
(1) Insertar el simbolo correcto, <, > 0 || (no comparable), entre cada par de numeros. 


(a) 28, —(b) 18_24, (ce) 9__3, (d) 5 15 
(2) Decir sí cada uno de los siguientes subconjuntos de N es totalmente ordenado 
(a) (24,2,6), (b) (3,15,5), (c) (16,5,30), (d) (2,8,32,4), (e) (1,2,3,...). (1 (7) 
Solución: 


(1) ta) Porque 2 divide a 8, 2 es anterior a 8, o seu 2<E 
(A) 18 no divide a 24, y 24 no dimde a 18; así, 18 1 24 
(6) Como 9 es divistble por 3, 9 > 3. 
(d) Como 5 divide a 15, 5<15, 


(21 (a) Puesto que 2 divide a 6, el cual divide a 24. el conjunto es totalmente ordenado 
(6) Como 3 y 5 no son comparables, el conjunto no es totalmente ordenado 
tc) El conjunto es totalmente ordenado porque $ divide u 15. el cual divide u 30 
(d) El conjunto es totalmente ordenado porque 2 <4<8 < 3 
te) El conjunto no es totalmente ordenado, pues 2 y 3 no son comparables. 
1/1 Cualquier conjunto formado por un solo elemento es totalmente ordenado 


Sea V = [a. h, e. d, el, ordenado por el siguiente diagrama: 
a 
NS 
SA 
(1) Insertar el símbolo correcto, <, > o || (no comparables), entre cada par de clementos: 


(a) ae, (b) be, (e) d_—_a, (d) ec —_d 


(2) Construir un diagrama de los elementos de Y que defina el orden inverso 
Solución : 
tl) (e) Como hay un «camino» de e a ca a, e es anterior a a; por tanto, a > e 

(b) No habiendo cammo de hb a e, O viceversa, b || e. 

(c) Hay un camino de da ba 6; luego d <a. 

(dd) Nid<e ni c<d; entonces e | d. y 


(2) El orden inverso se encuentra invirtiendo el diagrama original y poniendo las flechas en sentido contrario, así; 


Xx SS 
eS 


Ordénense los números naturales, N, como sigue. Cada par de elementos a. a,2 N se pueden es- 
eribir de manera univoca así: 

a =2(28+1), «'=2' (28 +1) 
donde r, r, s, 5 £Í0, I, 2, 3, ...). Sea 


a<a'sir<rosir=r peros <ys 
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Inventar el simbolo correcto, < o >. entre cada par de números siputentes: 


(03514, (b) 69 (03 20, (4) 14 21 


Solución: 
Los elementos de Y se pueden eu riba canto arpa 


ll 


Y entonces un numero de una la supertor es anterior un número de una lila anterior y. 4 dos numeros estan 
en la misma dia, el de la izquierda precede o es anterior al número de la derecha. En comecuencia 


(a) B< 14, (b16>D, (ec) 3<20, (d) 14 > 21 


4. SeaN x Ven orden lexicográfico Insertar el símbolo correcto. < o >. entre cada par de clemen- 
tos de N x N que aparecen a conlinuación: 


(a) (5,78) (7.1), (b) (4,6)___(4,2), (c) (5,5)(4,23). (d) (1,3) ..-(1,2) 


Solución: 
Obsérvese que. de acuerdo con el orden lexwcogralico. 
ta, hHh<ta. El su<d 0. sa=d peroh<h 


lay) 45, 78) < 47. T) pues $ < 7 
(b) 18, 6) > 13, 2), pues 4 = 4 pero hb > 2 
16) (5, $1> 19, 23), pues 5 > 4 
dy ad, Vo dl, 2) pues | = 1 pero 3>2 


5, Sea 4 - (M, <). el conjunto de los números naturales en el orden natural, y wea B = 1N, ==), el 
mismo conjunto en el orden inverso Además, denótese con A x Bel orden lexicogrático de A x N 
segun el orden de 4 y de B Insertar el simbolo correcto, < a >, entre cada par de elementos de 
N x N que aparecen en seguida. 


(a) (3,8) (1,1), (b) (2,1)--—(2,8), (c) (3,3) (3,1), (d) (4,9) -—(7,15) 


Solución: 
< . : n<d4a 
Se apheca la regla: (o. b1< te. A) sn MEA 
(2) 12 81 >0t1, 1) pues 3> les deen. 3> 1, segun el orden de 41 
16) 12 1)>0. 81 pues 2 =2 pero |< K: es decir, | > 8, según el orden de B 
e) 43. 3)<43. 1) pues 3 = 3 pero 3 > l. es dear. 3=< l. según el orden de 2 
id) (9, 9) 47, 15) pues 4 < 7, es decir. 4 < 7, según el orden de 4 


6. Sea Y la familia de los subconjuntos 4 de los números naturales NX, donde 4 tiene las siguientes 
características: 4 es finilo y el máximo común divisor de los elementos de A es" | 


(1) Establecer sí los siguientes subconjuntos de N perlenecen o no d Y. 


(a) (2,3, 8) (e) 12,5) (e) (4,6,8) 
(b) (2.3, 5, 8) wd) 1253,4,5, ...) (f (2,3) 
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(2) Ordenado «Y por imelusión de conjunios. es devw, por A < Fs AC do sea 8 la sublamibia 
de Y que contrene los conjuntos en 11) que pertenecen a Y. Construir un diagrama de 4 

Solución: 

(1) El maximo común divisor de ¡4, 6, Kl es 2. y el conjunto 12. 1. 4,5, . .( mo es bnito. a que estos 
dos conjuntos no pertenecen a Y. Todos dos otros si pertenecen 4 Y y. par tanto. a 4 


(2) Un diagrama de 4 es como sigue: 
Y 3, 5. 8) EN 
12, 3, 8) (2, 5) 


(2, 3) 


AS ES 
b € 
Sea Y la familia de todos los subconjuntos no vacios de 4 lotalmente ordenados, y supóngase .% 
parcialmente ordenada por inclusión de conjuntos Construw un diagrama de Y 
Solución : 
Los subconjuntos de A totalmente ordenados son ¡2;. ¡hi ¡e4. 4. bl. taco! Así que un diagruma de Y 
será asi: 


Sea A = la, h, e) ordenado como sigue: 


(a, b) la, e) 


Ss 


10 y ta? le) 
Sea B = 11, 2,3, 4, 5] ordenado como sigue: 


ÓS: 
NDA 


Sea 4 la familia de todos los subconjuntos de B.totalmente ordenados que contienen 2 o más ele- 
mentos, y supóngase parctalmente ordenada por inclusión. Construir un diagrama de 4. 
Solución: 

Los elementos de 8 son: 12. 2, 4), 31,2, 5). 10.3, 5). 12.21. 10.4], 12.4]. 11.5). 12.5. 11.31. ,3.5) Por 
tanto, el diagrama de 4 es como sigue: Ñ 


fa, (1,2, 5) (1,3,5) 


2,4) 
(1,4) SS AR (3. 5) 


MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 


9. 


Sea A — 12,3, 4,5. ...) ordenado por «x divide a y». (1) Hallar todos los elementos minimales. 

(2) Hallar todos los elementos maximales. 

Solución: 

(1) Si p es un número primo, entonces p divide a p solamente (porque 1 € A): por tanto. lodos los números pri- 
mos son elementos minimades. St a € A no es primo. hay entonces un número ht A tal que h divide a a, O 
sea que b<u, y b + a. Por consiguiente, los únicos elementos minsmales son los numeros primos. 

(2) No hay elementos maximales, porque para todo ae A, a divide a 2a. por ejemplo 
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10. Sea B= |1,2,3,4, 5! ordenado como sigue: 
1 
A 7 
LED 


(1) Hallar todos los elementos minimales. (2) Hallar todos los elementos maximales (31, Tiene 
B un primer elemento? (4) ¿Tiene B un último elemento? 

Solución : 

11) Ningun clemento es estrictamente anterior a 4 % 3: con que 4 y 5 son elementos minimales 

(2) El unico elemento maxmal es 1 

(3) Mu hay primer elemento; 5 mo es primer elemento porque 3 no es anterior a 4 

(4) El numero | es y4n último elemento porque es posterior a lodo elemento de 2 


11. Demostrar que si « y A son elementos minimales de un conjunto 4 totalmente ordenado. enlon- 
ces a = h 
Solución: 
Los fementos y h son comparables puesto que 4 es totalmente ordenado, asi quee Z»ho0bXZa Como 
h es un elemento manmal. a < b implica a = h, y como a €s un ejemento minimal. Ah < e implica 6 = « En 
todo cuso a = bh, 


12, Sea B= '2,3,4,5,6,8,9, 10; ordenado por «x es múltiplo de y». (1) Hallar todos los elementos 
maximales de B. (2) Hallar todos los elementos minimales de B. (3) ¿Tiene B un primero o un úl- 
timo elemento? 

Solución: 


Construyase primero un diagrama de B como sigue: 


E 


(1) Los elementos maximales son 3. 2 y 5, (2) Los elementos minimales son 9, 6, 3 y 10, (3) No hay prime- 
ro mn; úllimo elemento 


MAYORANTES Y MINORANTES 
13, Sea WM = 1,2,...,7, 8) ordenado asi: 


Considérese el subconjunto Y — (4, 5. 6) de W (1) Hallar el conjunto de mayorantes de Y. 
(2) Hallar el conjunto de muinorantes de 1. (3) ¿Existe el sup (Y)? (4) ¿Existe el mf (1)? 


Solución : 
11) Cada uno de los eiementos de (1, 2, 3, y solo éstos, es posterror a todo elemento de V y, por tanto, 
es mayorante 
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14. 


15. 


16. 


17. 


(21 Solo 6 y 8 son anteriores a todo elemento de Y; por tanto, (6, 8] es el conjunto de fos minorantes. Nóte- 
se que 7 no es un mimorante porque 7 no es antenor a 4 nia 6. 

(3) Como 3 es un primer elemento en el conjunto de los mayorantes de Y”, sup(V) - 3. Notese que 3 no per- 
tenece a Y 

(4) Como 6 €s un últemo elemento del conjunto de los minorantes de 7”. inf(Kj — 64 Notese aquí que $ per- 
tenece a ) 


Sea D= 1, 2,3, 4. 5, 6] ordenado como sigue: 
1 


O 
ge 2 Y 
Ñ Lap ee 7 
Ñ eS 

e 

é 


Considérese el subconjunto £ = (2, 3, 4; de D. (1) Hallar el conjunto de mayorantes de E. 

(2) Hallar el conjunto de minorantes de E. (3) ¿Existe sup (E)? (4) ¿Existe inf (E)? 

Solución: 

(ly 1 y 2, y ningún otro elemento, son posteriores a lodo número de E; luego (1, 2 es el conjunto de 
mayorantes de E 

(21 5 y 6, y solo estos números, son anteriores a lodo número de E; luego (6. 5] es el conjunto de mi- 
norantes de E. s 

(31 Como 2 es un primer elemento en $1, 2], el conjunto de mayorantes de £, entonces sup(E) = 2. 

14) Como 3, A!, el conjunto de minorantes de E, carece de último elemento, no existe mÉ(E). 


Sean Q, el conjunto de los números racionales, y su subconjunto A = ÍxixeQ, Y < 3). 

(1) ¿A es mayorado, es decir, tiene A un mayorante? 

(2) ¿A es minorado. es decir, tiene 4 un minorante? 

(3) ¿Existe sup (4)? 

(4) ¿Exuste inf (4)? 

Solución: 

11) A es mayorado porque. por ejemplo, 50 es un mayorante. 

(2) No hay munorantes de A; luego A no es minorado. e 

(3) SupíA) no lo hay. Considerando A como un subconjunto de R, los números reales. entonces Y sería 
el extremo superior de A; pero como subconjunto de Q, no existe supiA!. 

($) Tampoco hay infíA) puesto que el conjunto de minorantes es vacío, 


Sea sé una famiha de conjuntos parcialmente ordenada por inclusión, y sea 2 — ¡4,?,,, un sub- 

conjunto de e. 

(1) Demostrar que sí; Be Y es un mayorante de 4. entonces (U, ¿, 41) CB. 

(2) ¿Es U);,, 4, vn mayorante de 4? 

Solución: 

(£) Sea x un elemento de Y, , 14, Entonces existe un 4, conyef. tal que xe 4, Como 8 es un mayorante, 
A¡D B, luego x pertenece a 8. Como x e U;.¿A, implica x e B, entonces (U¡.¡4:) C 8 

(2; Aun siendo (A;),,, una subfamita de €, puede suceder que la unión Y, ,¡A, no sea elemento de $. Por 
tanto. U,, ,A, es un mayorante de Y si, y solamente s1, |), A, pertenece a $. 


, 


Sea N, los números naturales, ordenado pos «x divide a y», y sea A — [a,, 4. , 8, ) un sub- 
conjunto finito de N. (1) ¿Existe inf (4)? (2) ¿Existe sup (4)? 

Solación : 

(1) El máximo común divisor de los elementos de A es inf(A) y existe siempre. 

(2) El minimo común múltiplo de los elementos de A es sup(4) y exuste siempre, 
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CONJUNTOS ISOMORFOS 
18. Dar un ejemplo de un conjunto ordenado Y — 14, RR) isomorfo al Y = (4, A *), el conjunto 
A con el orden inverso. 
Solución : 


El conjunto de los numeros racionales (, con el orden natural, es isomorío a Q con el arden mnverso En 
efecta, la función £ Q >Q definida por fir)  - x es un isomorfismo porque para reales cuales ulera 


« <y st, y solamente si, —x 2 —) 


Como segundo ejemplo, sea el conjunto W = la, hb, c, d, e, f) ordenado como sigue 
a b 
NÍ 
p 
ES 


El diagrama siguiente, abienido mvirtiendo el diagrama original y das flechas, define el orden inverso. 


E 


ZN: 
Nótese que los dos diagramas son semejantes. La función 
f = tía,e), (b,f), (e,d), (d, o), (e, a), (f, d)) 


es Ya isomartismo 


1 
19. Sea A un conjunto ordenado y, para lodo elemento e e A, sea $(a) el conjunto de los elementos 
anteriores a a; es decir, que 


Síta) = fx | rrA, <a) 
Sea, además, Y — |Sía),,,, la familia de todos tos conjuntos Sía). ordenada parcialmente por 
inclusión Demostrar que Á es isomorfo a .f. 


Solución : 

Hay que demostrar que la funcion / 4 >». definida por/ x > S(x) es un isomorfismo Sia << A enton- 
ces 1 Za implica + 5 h, por tanio, a < $ implica Sia) € S(h) Asi si Sta) € Sib), entonces a £ Sia) pertene- 
ce tambien a Sth), luego Sta) C S(b) implica a < b De modo que f preserva el orden. 

Por definición, f es sobreyectiva Demostremos que tambien es myectiva Si a + h, entonces o bien y - A, 
0ÓA<daoa y hno son comparables En el primero y ultimo casos, be S(b) no pertenece a Sia) En el segundo 
caso, er Sta) no pertenece a S(h) Asi, pues en todos jos casos. Sía) + Sib] Por consiguiente. f es inyectiva 

Y se tiene entonces, que f es un iasomorásmo 

Por ejemplo. considérese el conjunto A = la, b, e, d, e] ordenado asi 


x/ 
LAN 
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Obsérvese que w - (Stad, S(b), Síc). Sid). Ste) está ordenado como sigue 
la, e, d, e) tb, e, d, e) 


te,d,e) 


td) te) 


Y, además, que los dos diagramas son semejantes. 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


20. La relación en N, los numeros naturales, definida por «x es multiplo de y» es un orden parcua) 


21. 


22. 


23, 


(1) Insertar el símbolo correcto, <, >. o |] (no comparables) entre cada par de numeros 
(a) 3—T 6(0)2__8, (c)6__1, (4) 3__33 


(2) Decir sí los siguientes subconjuntos de N están o no totalmente ordenados . 


(a) (8, 2, 24) (e) 46, 1, 9) (e) 12, 4,6,8,...) 
(b) (5) (d) (2, 4,8, 24) (MN (15, 3, 9) 


Sea W =[1. 2, 3, 4, 5, 6) ordenado como sigue: 
1 2 
7 
8 ' 
!/ 


(1) Insertar el simbolo correcto, <, >, o [| (no comparables) entre cada par de elementos 
(0) 16, ($485, (e)5_1,' (d)4_2 


(2) Constrwr un diagrama de los clementos de W que defina el orden inverso. 

(3) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados, y que contenga cada uno al menos tres elementos, 

(4) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados en el orden inverso, y que contenga cada uno 
al menos tres elementos. 


Sea A = (N, <=) los números naturales con el orden natural. sea 8 - (N, =) los numeros naturales con el orden 
inverso y sea A x B, en orden lexicográfico. Insertar el simbolo correcto, < o >, entre cada par de los siguien- 
tes elementos de 4 x B. 


la) (1,3) ——(1,6), — (5) (4,1)— (2,18), — (c) (4,30) (4,4), — (d) (2,2) (15,15) 


Sea D = (1, 2, 3, 4) ordenado como sigue: 
1 2 
5 
t 
á 


Sea 4 la familia de todos los subconjuntos no vacíos de D totalmente ordenadas por inclusión. Construir un dia- 
grama de 4. 
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MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 
24. Seu B= ta hb. e. d, e, f! ordenado asi 


e 
UNI 


(1) (4) Hallar todos los elementos mimimales de B, (c) ¿Tiene 8 un primes elemento ? 
(6) Hallur todos los elementos maximaules de B (dd) ¿Tiene 8 un último elemento”? 
03 Seca Al la familia de todos los subconjuntos no vacios Lotalmente ordenados, y supongase 4 ordenada por 
inclusión 
(«) Hallur todos los elementos maximales de Y, dc) ¿Tiene %Y un primer elemento”? 
(5) Hallar todos los elementos minmales de 4. id) ¿Tiene 4 un último elemento ? 


25. Sea M='2,3,4....j| y supóngase M x M ordenado como sigue: 
(a, 1H Sto. di sia divide a e y sí h es menor o tgual que € 
11) Encontrar lodos los elementos minsmales. (2) Encontrar todos los elementos máximales. 


.ó. SeaM= (2,34. ' ordenado por «1 divide a y». Por otra parte, seu € la famalia de todos los subconjun- 
tos no vacios totalmente ordenados de M, estando .4 parcialmente ordenada por inclusión (1) Hallar todos los 
elementos minsmales de 4, (2) Hallar todos los clementos maximales de M 


2?, Establecer la verdad o falsedad de las siguientes aserciones, y en caso de falsa dar un contra-ejemplo 
(1) Si un conjunto parcialmenle ordenado A liene.solo un elemento maximal á entonces « €s tambien un úl- 
temo elemento 
(2) Si yn conjunto fimto A parcialmente ordenado liene solo un elemento maximal «e. entonces e es también 
un último elemento. » 
(3) Si un conjunto A totalmente erdenado tiene solamente un elemento maximal a, entonces q es tambien un 
último elemento. 


MAYORANTES Y MINORANTES 
28, Sea W=[1,2,..., 7, 8) ordenado como sigue: 


(1) Considerando el subconjunto A = |4, 5, 7! de Y. 


(a) Hallar el conjunto de mayorantes de Á. tc) ¿Existe supiA4)? 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de A. (d) ¿Existe infíA )? 
(2) Considerando el subconjunto Y = [2, 3, 6] de Y, 

taj Hallar el conjunto de mayorantes de B. (c) ¿Existe sup(B)” 

(bh) Hallar el conjunto de minorantes de B, (4d) ¿Existe infiB)” 
(3) Considerando el subconjunto € = |1. 3, 4, 7) de W. 

(a) Hallar el conjunto de mayoranies de €. : (c) ¿Existe supiCy? 

(+) Hallar el conjunto de minorantes de €. (d) ¿Existe inftC)? 


» 


29. Sean O. el conjunto de los numeros racionales con el orden natural, y su subconjunto 4: 
' A=(x]reQ.8<x <15] 


11) ¿Es A mayorado? (2) ¿Es A mimnorado? (3) ¿Existe suptA)? (4) ¿Existe infía4 y” 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


30. Hallar cl máximo número de conjuntos de tres elementos parcialmente ordenados na isomorfos dos d ds) 
consiruyase un diagrama de cada uno. 


31. Demostrar el Teorema 10-2: La relación definida entre conjuntos por A = B esuna relación de equivalencia, 
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21. 


22. 


23, 


25, 


26. 


27, 


29, 


4. 


Respuestas a los problemas propuestos 


(DD (6) 317, (0) 2>8, tc) 6<1, (d) 3>33 

(2) (a) Sí  (b) Si. (ec) No, td) St. (c) No, (f) Na 
34d) (0) 1>6, (1d) 4 6, (c) 571, (d) 4<2 

12) 6 


3) (1,3, 4), 11,3,6), 12,3, 41, (2,3,6), 12,5,6: 
Los mismos conjuntos que en (3) 


la) (1,3)> (0,5), (b) (4,1) > (2,18), (c) (4,30) < (4,4), (d) (2,2) < (18, 15) 


zz y E SS 
o A (2,4) 
e A A AS 


lr tar dyf (be, (e) No, (d) Sí. a es un último elemento. 

(2) (a) la. b, di, Ja, b,e.fh. la. cf. 
tb) Los subconjuntos de un elemento: la!. (Al, lol, ll, let, 141 
(tc) No, (4) No 


(1) Cualquier par ordenado (p, 2). donde p es primo. es un clemento minimal. 
(2) Mo hay elemento maximal 


(1) Cada subconjunto de un elemento es un elemento minimal, 
(2) Cada conjunto de la forma [P,. PrP2. PiPaPy.... !. donde p,. p,.  . es cualqier sucesion de primos, es 
un elemento maxmal. 


(1) False. Considerese, por ejemplo. el conjunto [e, l. 2,3, ...! ordenado como sigue 


q 
a 2 A 
m4 
Nótese que el subconjunto f1,2,3,... ) tiene el orden natural. Entonces a es un elemento muximal. el Único, 
pero no es un último elemento. 
(2) Cierta. (3) Cierta. En efecto, un conjunto totalmente ordenado puede tener a lo más un elemento maximal 


que será siempre un último elemento. 


(1) (a) 11,2,3), (bd) 48), tc) supi4) = 3, (d) infi4) = 8 
(2) (ar 12). (6) 16. BJ. te) supiB)=2, (di infiB) = 6 
(3) (a) 2. No hay mayorantes. (5) (8%. (c) No. (d) 1f(C) = 8. 


(1) Si, (2) Si, (3) No, (4) infi4) = 2 


Hay cinco maneras no isomorías de ordenar tres elementos, o sea de ordenar un conjunto 4 = la. h, ej: 


ae me E 


a bd n 
SA ZN 


(1) (22 (3) t4) (5) 


Capítulo 11 


Conjuntos bien ordenados. Números ordinales 


CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 

No todo conjunto ordenado. m aun lotalmente ordenado. tiene un primer elemento Una de las 
propiedades fundamentales de N. el conjunto de los números naturales con el orden natural, es que 
ÑN y cada subconjunto de N tiene un primer elemento. Un conjunto ordenado se dwe hen ordenada 
tiene esta propiedad Asi, pues, 

Definición 11-1: Sea A un conjunto ordenado tal que cada subconjunto de A tiene un primer cle 
mento, Á se dice entonces conjunto hier ordenado. 

En particular, todo conjunto 4 bien ordenado es totalmente ordenado. Pues 51 4. Á£ 4, el subeon- 
junto ja, h) de A tiene un primer elemento. que, por tanto. debe ser anterior al otro. y entonces dos ele- 
mentos cualesquiera de A son comparables. 

Los siguientes teoremas resultan directamente de la anterior definición. 


Teorema 11-1-1: Todo subconjunto de un conjunio bien ordenado es bien ordenado 


Teorema 11-1-2: St 4 es bien ordenado y £ es isomorfo a A, entonces B es bien ordenado 


Ejemplo lb: Sean los subconjuntos ordenados 
A A A A 20d 5 
de N. que son también bien ordenados. Entonces la unión fordenada de izquierda a derecha) 
A, E LA Eo ran? 20d 50d AL. 

es hambién bien ordenada. Este ejemplo muestra que es posible que un conjunto. lal como 

el YN  4,U 4), sea bien ordenado de más de una manera. 

El ejemplo anterior se puede generalizar como sigue: 

Teorema 11-2: Sea (4,!,,, una famslia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
a dos. Entonces Ja unión de los conjuntos |), ,, A¿ es bien ordenada, (El orden de Ja 


unión de una familia totalmente ordenada de conjuntos totalmente ordenados está 
definido en el Ejemplo 2-4 del Capitulo 10.) 


Ejemplo 1-2: Sea Po jaj. a.  ..4,) un conjunto fino cualquiera totalmente ordenado Se puede en 


tonces escribir nOs ' 
ns (4, Pipo -. «<< By 


donde los s,, son los elementos originales reordenados según el orden. Se ve que 1 es bien 
ordenado. Nótese. además, que cualquier conjunto totalmente ordenado de a clementos 


: Mb 
es somorfo al ). 


A la vista del Ejemplo 1-2 se establece el 
Teorema 1-3: Todos los conjuntos finitos totalmente ordenados que tienen <l mismo número de 
elementos son bien ordenados y son ¡somorfos entre sí. 


INDUCCION TRANSEINITA 
Es bien conocido el 


Principio de inducción matemática 
Dado un subconjunto $ de N, los números naturales, tal que 


(1) JES 
(2) neS implica s:+ 1eS. 


resulta ser S el conjunto de los números naturales (es decir, S — MN). 


1566 
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Este principio es uno de los axiomas de Peano para los números naturales. pero se le puede de- 
mostrar como consecuencia de ser N bien ordenado. Y de hecho, para todo conjunto bien ordenado 
es villido un principio análogo. 


Principio de inducción transfinita 
Dado un subconjunto S de un conjunto bien ordenado A tal que 


11) apesS 
(2) sia) ES implica a € $. 


entonces S = A. 
Aquí €s de el pniner elemento de A y sta), llamado sección micial de a. se define como el conjunto 
de elementos de A estrictamente anteriores a a. 


ELEMENTOS LIMITE 


Un elemento + de un conjunto ordenado A se llama siguiente de un elemento a £ A. y el a se llama 
preredente del bh sí «a < hy no existe ningún elemento cz A tal que 


a<o<h 


Ejemplo 2-5: Sen 4 = la. h, e. ed, e; ordenado como sigue. 


ES 
O 


Entonces $ es siguiente tanto de d como de «. y e es precedente tanto de + como de c. 
Ejemplo 2-2: Sex el conjunto Q de los números racionales. Ningún elemento de Q tiene siguiente ni pre- 
cedente. Pues si e, be Q, con e < bh, por ejemplo, entonces (a + hyY2€ Q y 
a<ta+h2<ób 


Ejemplo 2-3: Sea A un conjunto bien ordenado y sea Mia) el conjunto de los elementos estrictamente 1u- 
periores a a.£ 4. Si Mía) + £2. es decir, si a no es un último clemento, entonces Mía) tiene 
un primer elemento b que es el siguiente de a. 


El Ejemplo 2-3 sugiere el 


“Teorema 11-4: Todo elemento de un conjunto bien ordenado tiene uñ siguiente, Sxcepto el último 


elemento. 4 AE 


No vale, en cambio, proposición análoga al Teorema !1-4 en cuanto a los precedentes, pues exis- 
ten elementos bien ordenados en los cuales hay elementos, distintos del primero, que carecen de ele- 
mento precédente. 

Ejemplo 24: Sean D- 11,3,5,...!y E= [2,4,6....!. Entonces en el conjunto bien ordenado 
1D: El =11,3.5,...:2,4.6,...J 
se ve que mi | nm 2 tienen precedente. 


Observación H1-1: Aqui y en lo que sigue, (D; E) denota el conjunto D |) E ordenado de izquierda 
a derecha, esto es, que todo elemento de D es anterior a todo elemento de £ y que 
entre jos elementos de cada conjunto se guarda el mismo orden. 

A la vista del ejemplo anterior, se hace la 
Dellidición 11-2: : Se llama elemento límite en un conjunto bien ordenado, un elemento distinto del 
,Pímero y que no tiene precedente. 
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SECCION INICIAL 


Sea A un conjunto bien ordenado. La sección inicial s(a) de un elemento a £ A es el conjunto de 
todos des elementos de A estrictamente supertores a e. Es decir, 


síal= [xfxeA,x<aj 
Es claro que sa) es un subconjunto de A. 


Ejemplo 2-1: Sean D=(1,3,5....| y E=2,4,6, ...]. Sea el conjunto bien ordenado 
1D, Ej = (1,3,5,...; 2,4,6, ...) 
Entonces 2(1) = D, s(5) = (1,3), e(2) > (1,3,5,-..), y (8) - (1,35,  .2,4,6) 


En el teorema siguiente se enuncia una propiedad fundamenta! de las secciones iniciales 


Teorema 11-5: Sea S(4) la familia de todas las secciones imiciales de elementos de un conjunto bien 
ordenado A, y supóngase S(A) ordenado por inclusión. 4 es entonces isomorío a 
St4), y en particular, la función f: A >» S(4) definida por f: 1 > s(x) es un IsSOmor- 
fismo de A en S(A4). 


ISOMORFISMO ENTRE UN CONJUNTO BIEN ORDENADO Y SUS SUBCONJUNTOS 


Sean los números naturales N y el subconjunto E = (2,4, 6,...] de N. La función f. N > E de- 
finida por f(x) — 2x es un isomorfismo de N en su subconjunto £. Nótese que, para todo ve N, 


x 3/6) 
propiedad que es cierta en general. 


Teorema 11-46: Sea A un conjunto bien ordenado, sea B un subconjunio de 4 y sea la funcion 
f: A — Bun igomorfismo de A en B. Entonces, para todo a € A. 


a Z fía) 


Las importantes propiedades que siguen de los conjuntos bien ordenados son consecuencia del 
teorema anterior. 


Teorema 11-7: Si dos conjuntos bien ordenados A y B son isomorfos, existe un unico 1somorfismo 
de A en B. 


Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser ssomorío a una de sus secciones iniciales. 


COMPARACION DE CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 


El teorema siguiente establece una importante relación entre dos conjuntos bien ordenados cua- 
lesquiera* : 


Teorema 11-9: Dados dos conjuntos bien ordenados A y B, o bien son isomorfos entre si o bien uno 
de ellos es isomorfo a una sección inicial del otro. 
Si un conjunto bien ordenado A es equivalente a una sección inicial de un conjunto bien ordena- 
do B, se dice que A es más corto que E o que B es más largo que A. Con estas definiciones, el 
Teorema 11-9 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Teorema 11-9': Sean a A y B bien ordenados; entonces A es más corto que B, Á es isomorfo a Bo 
Á es más largo que B. 
Este teorema se puede reforzar como sigue: 


Teorema 11-10: Si / es una farmlia de conjuntos bien ordenados no isomorfos dos a dos, existe un 
conjunto A £ ef que es más corto que cualquier otro conjunto de .f. 


Ejemplo 4-1: Sean los dos conjuntos fimtos biem ordenados: 
A=l8, ---.a) y B=b,,....b. 
Si n < m, A es isomorío al seganento uucial (b,, .... 5, ) de 8; seria entonces A más corto 
que B. Del mismo modo, si r > m sería A más largo que B. 
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Ejemplo 4-2: Obsérvese que N = 11.2, 3.  .¿ es más cono que el conjunto hen ordenada 
lee ta a E e 


puésto que es isomorío a la sección inicial 1, 3,5, ¿ 


NUMEROS ORDIMALES 


Recordando otra vez que. según el Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordena- 
dos por AR 


o isomerfisma de conjuntos, es una relación de equivalencia, y que por el teorema lundamental sobre 
relaciones de equivalencia lodos los comuntos ordenados, y en particular Jos bien ordenados, quedan 
repartidas en clases disjuntas de conjuñitos isomortfos, se tiene entonces la 


Definición 11-3: Dado un conjunto bien ordenado A. la lamilia A de los conjuntos bren ordenados 
inomorfos 4 A se llama mémnoro ordinal de Á y se escribe 


A = ord (A) 
Definición 114: Fl número ordinal de cada uno de los conjuntos bien ordenados 
O (e o oo 
se denota por 0, 1.2,3,..., respectivamente, y se dice número ordinal ferro, Todos 
los demás ordinales se llaman números Iremfinmios. 
Definición 11-5: El número ordinal de los números naturales se denota por 
w = Ord (N) 


Observación 11-2: $1 bien se emplean los mismos simbolos 0, 1,2,3,. , para denotar números natu- 
rales, números cardinales, y ahora numeros ordinales. el amgnificado particular 
que tengan tales símbolo» lo indicará el contexto en que aparezcan Por otra par- 
te, como, según el Teurema 11-3, dos conjuntos fimtos bien ordenados del mismo 
número de elementos son isomorfos, 0, 1,2,.,. son los únicos números ordinales 
mitos 

Dada la detirmeión de tipo ordinal de un conjunto totalmente ordenado, vista cn el capitulo an- 
terior, la Definición 11-3 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Definición 11-3': Siles el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, y sí 4 es bien ordenado, A se lama 
memnero ordinal. 


DESIGLALDADES Y NUMEROS ORDINALES 
Puede definirse como sigue una relación de desigualdad entre números ordinales 
Definición 11-6: SiA y ¡son dos números ordinales. y sí 4 y B son dos conjuntos bien ordenados ta- 
les que A=0rd(4) y 4=ord(B) 
cs 
A< hu 
»1 Á es isomorfo a una sección inicial de B. 
O sed que con A = ord (4) y a = ord (B). 


A < pu sides más corto que 4 
A= pu si A es isomorío a A 
> pu siAes más largo que B 
A = SA<u4oik=a 

A=p siA>uodk=u 
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Ejemplo $-1: Sean los dos conjuntos Énilos bien ordenados 
A -— (81. G23 --.. 8.) y B=ih..... DB. 
ordenados de izquierda a derecha. Si n <m. entonces A es isomorfo a la sección inicial 
[bi, --., b,) de B. Con lo que ord(4) == ord(B). 
Esto es, que si n <»m como números ordinales, s1, y solamente si, » =m como núme- 
ros naturales. De modo que la felación de desigualdad entre números ordinales es una gene- 
ralización de la relación de desigualdad en el conjunto de los números naturales, 


Ejemplo 5-2: Sea d = ord1(1,3,5. ..2,4,6.. |) Como N, los números naturales, es isomorfo a la 
sección imcial $1, 3,5, ...) 


w<á 
El teorema que sigue es una consecuencia directa del Teorema 11-9 y de la definición anterior 


Teorema 11-11: Todo conjunto de números ordinales queda totalmente ordenado por la relación 
A =p. 
A la vista del Teorema 11-10, el teorema anterior se puede reforzar asi' 
Teorema 11-12: Todo conjunto de números ordinales es bien ordenado por la relación A < p 


Sean ahora A un número ordinal y s(A) el conjunto de números ordinales menores que A. Según 
el teorema anterior, s(A) es bien ordenado y, por tanto, ord (s(A)) existe. ¿Qué relación habrá entre A 
y ord (s(A))? El teorema que sigue responde a esta pregunta. 


Teorema 11-13: Si s(A) es el conjunto de ordinales menores que el ordinal A, es A = ord (s(A)), 


Observación 11-3: Como los números ordinales son bien ordenados, todo ordinal tiene un siguien- 
te. Algunos ordinales no nulos, como, por ejemplo, «w, no lienen precedente; 
tales números se llaman números ordinales limite O simplemente números 
limite. 


ADICION ORDINAL 


Para los ordinalés se define una operación de adición como sigue: 


Definición 11-7: 280 A y 4 números ordinales tales que A = ord (4) y y = ord (B), siendo 4 y B 
disjuntos. Entonces 


A + qu =0rd ((A; B|) 


Ejemplo 6-1: Nótese que con w = ordí[l, 2, . .j) y n= ordífa,. ..., a,)) se tiene 
RF = ordilas, ... de: 1,2...) = “ 
Pero v+na = ord((1,2,..., a, Ap Bad > 0 


ya que N es equivalente a Sía,), la sección inicial de a,. 


Asi, pues, por el Ejemplo 6-1, se ve que la operación de adición de números ordinales no es con- 
mutativa. Pero si se verifica que: 


Teorema 11-14: (1) La adición de números ordimales es asociativa: 
AU+a4)+p9 = A+ (447) 
(2) El ordinal 0 es un elemento aditivo neutro: 
0+A14 = 1440 = A 


Ejemplo 6-2: En este ejemplo se denotarán los ordinales finitos por 
Cae De o 
Sean ahora dos conjuntos finitos disjuntos bien ordenados 
A=l4...., a) y B=fb.....b.) 
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Entonces y 


n+mo - ordiA) 1 ordif) ord((A; By) la + mm) 


As que la operación de adicion de ordinales fimtos corresponde a la operación de adición 
de numeros nalurales 


Recuérdese otra vez que el conjunto de los numeros vrdinales es el misma un conjunto hen orde- 
nado, ast que vada ordinal bene un siguiente Para los ordimales hnatos. O vea para los numeros natura- 
les, se ve claramente que a + ) es el siguiente de + El teorema que sigue establece la certeza general 
de esta proptedad 


Teorema 11-15: Si2 es un número ordinal. A + ) es el siguiente de A 


La adición de numeros reales. y, por tanto. la de los numeros naturales, es una operación binarta 
que se puede generabhar por inducción a una suma 


Ei + fo + +». + 4 

finita de sumandos redies La suma de un número mhintto de numeros reales, como por ejemplo, 
1+42143+4: 
1. 4 + 1 * A 3 


carece de significado (a menos que se mtroduzcan los conceptos sobre lmites) Y. en cambio, sies po- 
sible definir la suma de un número mfinto de numeros ordinales como sigue 

Sea JA), 4n conjunto bien ordenado, hinito e mima. de numeros ordmales Es decir. f cs un 
conjunto bien ordenado y a cada ¡e Í corresponde un número ordinal A,. Y sea 


Ar = ord (A,) 


Entonces la familia de conjuntos (4, < 111,7 es una bemba bien ordenada de conjuntos bien orde- 
ut pet 
nados disjuntos dos a dos. Por el Feorema 11-2 


UAM): 
es un conjunto bien ordenado, Por consiguiente, queda establecido que 


Definición 11-83: Sci 7, un conjunto bien ordenado de numeros ordinales +, ord (41 En- 
tonces 


O Ord (UA) 


Ejemplo 6-3: Segun la anterior debinigon E» 11 «1 Mas aun. para dodo a, hmto ey diferente 
de 0) se tiene 


Midi P o = Andy = . 


MULTIPLICACION ORDINAL 


Se define como ugue una operación de multiplicación para numeros ordinales 


Definición 11-9: S:A y ¡son números ordmales tales queA  ord(4) y ¡e - ord 18). entonces 
: Au = ord ([4 x Bj) 


donde (A x B) está ordenado en orden lexicográfico uverso 
Notese que (4 x B; ordenado en orden lexicografico inverso quiere decir que 


ia, a)<(,b) y a¿<b oa =b pero a<b 


Observación 11-4: Si no sc advierte otra cosa, el conjunto producto (4 x Bl de dos conjuntos bien 
ordenados A y B ha de ponerse en orden lexicográfico inverso 
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Ejemplo 7-1; Tentendo en cuenta que 2 — ordíja, h]) y que w = ord(f1. 2,3, . |) entonces 
e 20 7 ord(((a,1), (6,1), (0,2),(6,2), ....(a,n), (hb, 0), ..-1) - E 
2 —- 0d(10,(20....:(11, (20, ...) > w 
pues que A es isomorío a la sección mural ¡(01 


e »] 


Se ve, pues, que li operación de multiplicación de números ordinales no es conmulativa Sin cm- 
bargo, sigue siendo válido que 


Teorema 1E16: 11) La multiplicación es asociativa: 
Mur) = (Apdo 
(2) La multiplicación es distributiva a la izquierda respecto de la adicion 
Mu ct) = An + Ay 
13) El ordimal 1 es un elemento multiplicalivo neutro: 


la=al=A 


ESTRUCTURA DE LOS NUMEROS ORDINALES 
Eseribiendo los numeros ordinales según su orden. primero vienen los ordinales finitas 
12D. 
y luego el peomer ordmal Jimmie e y sus siguientes 
A .. 


Notese (vease el Ejemplo 7-1) que ord ((0.1.2,...;0.0 + 1.042...) 92. Así que en seguida 
vienen el segundo ordmal limite ex? y sus siguientes 


.2, 02 +1, 02+2, a2+3, ... 
El número bie que Sigue es 033, Se prosigue asi: 
q A E A O A 
siendo exo > (7 el número límite que <sgue a los números límites «e, con 4 N Continuando. 
AE RE A A A 


Después > IA 


Luego estan las potencias de e: 
A O A 
Aqui es er número límite que sigue a los números limite cs”, von » € N. Prosugwendo: 
A A a A 
Despues de lodos estos ordinales se tiene el ordinal ey. Continuando: 
A e A 


Cada uno de los numeros ordimales que se han enumerado €s., a su vez, el numero ordinal de un con- 
junto enurnesable 


CONSTRI CCION AUXILIAR DE 10S NUMEROS ORDINALES 
Recuerduse el 
Teorema 11-13: Si st4) es el conjunto de números ordinales anteriores a 4 ve liene 


A = ordís(a)) 
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Algunos autores utihzan esta propiedad de los números ordinales justamente como definición de 


dichos números Dicho sencillamente: un número ordmal es el conjunto de los números ordmales que 
le preceden. Asi, pues, 


Definición: 0 = Y e+2 = (0,1,2,...,0w+1) 
110 . 
2 = 101) , 
3 = (0,1,2) ; 
we (0, 1, CO o O ] 
22 +1 l ey le . meatl, , 2) 
es (0, e) 


url oz (OZ 0.) 


Una de las principales razones para desarrollar los numeros ordinales, como aquí aparece en esta 


definición, es el evitar ciertas contradicciones imherentes a la construcción de los numeros ordinales, 
como se hizo en lo que precede (véase Capitulo 13). 


Problemas resueltos 


Demostrar el principto de inducción transfintta Dado un subconjunto S de un conjunto bien or- 
denado A con las propiedades siguientes: (l) aye S, (2) ía) E S implica a € $, se sigue que S = A, 
Solución: z 

Supongase Y = d vu seaque A - S= Pro es vacio Como A es bien ordenado, £ liene un proner clemen- 
tu fo Tado elemento x £ 1(fp) es anterior a £,y y. por tanto, no puede pertenecer a F perteneciendo entonces a $, 
dvi que 54,10 5 Por(2), 1 £ $ Esto se contradice con lo de ser 1p£ A — S. De modo que la suposición del prin- 
eipto de que 5 + 4 no es cierta, o ses que $ —- A (Obvervese que en realidad (1) es consecuencia de (2) puesto 
que Y = sito) es un subconjunto de $ y, por lunto, implica ay e S.) 


Demostrar el Teorema 11-5: Si S(4) es la famila de todas las secciones iniciales de elementos de 
un conjunto bien ordenado A, y S(4) está ordenado por inclusión, entonces 4 es isomorío a S(A) 
y. en particular. la función f: A —> Sí4) definida por f.v-—+s(1) es un 1isomorfismo de 
A en SIA). 

Solución: 

Por definición, f es sobreyectiva. Para demostrar que es myectiva, supóngase que 1 + ,. entonces uno de 
elos, por ejemplo, x, es estriclaménte anterior al otro, as), pues 1 € sy) Pero, por la definición de sección imicial, 
ve s(x) Así que 3(x) + 50), y entoncos f es myeclva 

Para demostrar que f preserva el orden, o sea que 


xx you y solo st. s(x) E s(v) 


supóngase x < y Sta e sv), entonces a < y y. por tanto. a < 1,con lo que a £ (3) Como e € «11 )1mplica e € sí). 
atv) es un subconjunto de s(y). Suponiendo ahora í É r.o sea que 1 > y, entonces y £ sí1). Pero, por la defin:- 
ción de sección imueral, 3 € s(s), y entonces s(x) € st). Es decir. x < 4 sa, y solamente $1, s(1) E s0) 


Demostrar el Teorema t1-6: Si 4 es un conjunto bien ordenado, B es un subconjunto de A y 
f: A —= B es un isomorfismo de A en B, entonces, para todo az A, a < fla) 
Salución : 

Sea D- [x[f(x1)=< vr) Si D es vacio, el teorema es cierto S: D + (, entonces, como A es bien ordenado, 
D tiene un primer elemento d. Nótese que d, E D implica fíd,) < de. Como f es un isomartfismo, 


fido) < d, implica f(fid,) < fido) 
En consecuencia, f(d,) también pertenece a 1). Pero fido) < de y fídy) € D está en contradicción con lo de ser d, 


el primer clemento de D. Lo que sigmifica que la suposición previa de que D + (L lleva a una contradicción. Por 
tanto, D es vacio y el teorema es cierto. 
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Demostrar el Teorema 11-7: Si A y B son conjuntos bien ordenados isemorfos, hay un isomorfismo 
Único de A en B. á 
Solución: 

Seeni 1 +» Byg A » Bsendos ¡isomortismos Supóngase f + g. Hay entonces un elemento 11 4 1al que 
fiv) = et) En consecuencia, O bien fix) < glv). o bien gív)< fiv). Sea fiv) < iv) 
Como yg: 4 + Bes un isomorfismo, g |: B > A tambien lo és. Además. 2 ' f.A > 4, producto de campo 
sición de dos iomorfismos, es un 1isomorfismo. Pero 

Ma) < g(x) implica (g* Man<g * givi="x 

Se tene asias e! fu un isomorfismo y que (2 ? fir) < x Lo cual contradice el Teorema 11-6 Do manera 
que la suposición de que f + g lleva a una contradicción y no puede haber, pues, más que un unico Isomorlismo 
de Aun B 


Demostrar el Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo 4 una seccion Ini- 
cial suya. 


Solución: 
Sean 4 un conjunto bien ordenado y f 4 — v(2) un isomorfismo de A en una de sus secciones anuciales En- 


tonces flote me), Por tanto, 
fla) < a 


lo que contradice el Teorema 11-6, .4 no puede ser, pues, isomorfo y una de sus secciones iniciudos, 


Demostrar que st 4 es un conjunto bien ordenado y $ es un subconjunto de 4 tal que 
aSbyheS implica az S 


entonces S = A o bien S es una sección inicral de A. 
Solución: 

Suponga $ + A 4 — $ liene entonces un primer elemento «y y claro es que e, € S. Para demostrar que 
S = sídp). sea 1 < dy: entonces x£ A — $, es decir, xe S; luego sido) ES. 

Supóngase ahora que y E slap). es decir. que ay < y. Pero 

reS y a ZÉr implica ¿ges 

lo cual contradice el que 4 ÉS. Luego re S. 

Es decir, y £ slap) implica y eS, lo cual significa que S C s(ag). Por tanto, $ = sía,). 


Demostrar que dos secciones iniciales de un conjunto bien ordenado no pueden ser isomorlas, 


Solución: 

Sean ala) y sh) dos secciones inwciales distintas, o sea quea +4. O bene <h,o bienh< qu, sea a < h En- 
tonces sia) es una sección micial del conjunto bien ordenado s(h). Por consiguiente, según el Teorema 11-8, $1») 
no es isomorfa a sig), 


Demostrar: Sean A y B bien ordenados, y sea la sección inicial s(a) de A 1somorfa a una sección 
iicial de B. Entonces s(a) es isomorfa a una sección imcial única s(b) de B. 
Solución : 

Scan ue) = s(%) y sla) = stb') con b,. b' e B. Entonces s(b) => s(b"). Por el Problema 7. s(5)  ytb") y por tán- 
lo. h= Pp, 


Demostrar que si 4 y B son bien ordenados y tales que una sección inicial s(a) de A es isomorfa a 
una sección inicial s(h>) de B, entonces toda sección inicial de s(a) es isomorfa a una sección inicial 
de s(b), es decir, 


a' < a implica sía) oc s(b') donde b' < b 
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Y además que. si f * a) => s(f) es el isomorfismo de (4) en (5). entonces la restricción de f a vía) 
es el isomorfismo de we) en sip) = flsta")). 
Solución: 

Sue fla y bo Notese que la restriccion de fa sta") es mvectiva y que preserva el orden de modo que 
de y = Jste y) 

Además, como f ys un asomortismo 


aa sí y solo su Mati < pp 


Asi que fstad) Mb) y por tanto, aa) 40) 


Demostrar que si 4 y B son bien ordenados y 
S— Ix]weA, víx) = s(y) donde y e B| 


[es decir, st cada elemento y e $ es tal que su sección imicral s(v) es isomorfa a una sección mictal 
(1) de B]. entonces S — A o bien $ es una sección inicial de A. 
Sojución : 
Seanie Ser 1. Por el Problema 9, s(y) es isomoría a una sección inicial de B, luego 1£.S O sea que 
r£xyowveS implica reS 


Por el Problema 6, S - 4 o bien $ es una sección inicial de A 


Demostrar que sí: A y B son bien ordenados y 


S = (2% |] zxrA, s(x) - s(y) donde ye B) 
T = (y ji yeB, s(y) > s(x) donde ze A) 


entonces $ es isomorfo a T. 
Solución: 

Sea 12 S Entonces, por el Problema 8, s(x) es isomorfa a una sección única s(1)de E Asi, a cada 1 £ $ co- 
rresponde un unico 1 Y tal que s(x) — s(y) y viceversa, Por tanto, la función f $ — T definida por 


O» si six) = 50) 


es inyectiva y sobreyectiva. 4 
Sean ahora 1,15. f(x)  v.fiil= w y Y < 4. El teorema queda demostrado si se prueba que 1" < y, 
esta es, que f preserva el orden 
Sea 2: x) > stw). El isomorfismo de síx) en s(f(x)) = sl). Según el Problema 9. (2 en su restricción a 
Av) es un isomorfismo de síx") en la sección imcial s(2(v')) de B. Pero, pot el Problema 8, solo hay un Í50- 
morfismo único de s(x')en B. En consecuencia, Zíx") = fix") — v”. Como Six re sv). . 


Divl=5r<Xr 


Por tanto. S es isomorfo a 7. 


Demostrar el Teorema 11-9: Si A y B son bien ordenados, o bien A es más corto que 8, o bien 
A es isomorfo a B. o bien A es más largo que B. 
Solución: Ñ : 

Sean 5 y T definidos como en el problema anterior. Nótese que S = 7. Por el Problema 10. hay cuatro po- 
simbidades 


Caso L S=AyT BA es entonces isomorfío a 8. 

Caso IL S= A y T = sh), una sección micial de B. Entonces A es más corto que B, 

Caso BL 7 = ByS - sia), una sección inicial de A. Entonces A es más largo que 8. 

Caso TV. 5 - sta) y Y — s(b) Entonces a e $ puesto que su sección inictal sía) es isomorfa u una sección imi- 
cial s(b) de B. Pero a no puede pertenecer a sú propia sección inicial; luego este caso es im- 
posible. 4 > 

Por-tanto, el teorema es cierto. 
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Demostrar: Sea Y una familia de secciones iniciales de un conjunto bien ordenado A. Hay en- 
tonces una sección inicial sa) e Y tal que s(a) E s(x) para cualquier otra sección micral s(x) de 
«*f. es decir, hay una sección inicial s(a) e af que es más corta que cualquier otra sección 1M1- 
cial de y 
Solución : , 

Por el Teorema 11-5, A es isomorío a S(4). la familia de todas las secciones muciates de elementos de A. orde- 
nada por inclusión. Como A es bien ordenado. S(A) también lo es En consecuencia, Y. un subconjunto de St 4), 
tiene un primer elemento s(a). Por tanto. sla) E s(x) para cualquier otra sección imicial s(x)E e 


Demostrar el Teorema 11-10: Sea e una familia de conjuntos bien ordenados no isomorfos dos 
ados Existe entonces un conjunto A, £ Y tal que 4, es más corto que cualquier otro conjunto de .y 
Solución: 


Sea B un conjunto de Y. Definase 
HA = X|X 294, Y es más corto que B| 


Si 4 es vacio, entonces B cumple los requisitos del teorema Supóngase 4 = Y Demostrando que 4 posee un 
conjunto A,, más corto que los otros, entonces, s1 se considera cómo se definió 4, es A, el conjunto más corto de y 
Ahora bien, por el Teorema 11-9, todo conjunto A e Y es isomorfo a una sección inicial s(u) de 8, Sea Y 
la famibia de las secciones muciajes de B que son isomorfas a vn conjunto de 4 Por el Problema 13, .4' contie- 
ne una sección inicial s(49) que es más corta que cualquier otra sección imcial de 4 En consecuencia, el con- 
junio 4y€ Y que es isomorfo a s(ap) es más corto que cualquier otro conjunto de Y 
Así que 47 cumple los requisitos del teorema 
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Demostrar: siA = ord (4) y 4 < A, hay una sección inicial única s(u) de A tal que p = ord (sfe)). 
Solución: 

Sea y = ord(B), Como uy < A. Bes más corto que A, esto es, Bes isomorfo a una sección micial s(09) de 4 
Por tanto, 1 = ordista)). Además, s(a) es la Única sección imicial cuyo número ordinal es y puesto que, segun el 
Problema ?, dos secciones amiciales distintas de A no pueden ser isomorías. 


Demostrar el Teorema 11-13: Sea s(A) el conjunto de los ordinales menores que el ordinal A. En- 
tonces A = ord (s(A)). 
Solución: 

Sean A = ord(4) y SíA) la familia de las secciones iniciales de A, ordenada por inclusión Por el Teore- 
ma 11-15, 4 = S(4): con que A = ord(SiA)). Para demostrar el teorema bastará demostrar que s(A) es isomoría 
a SíA). 

Ses y £ s(2), entonces 4 < A, Por el Problema 15, hay una sección inicial unica s(u) de A tal que 4 = ordís(e)) 
Por tanto, la función f: s(A) > S(4) definida por 


fu) =s(a) si, y = ordísia)) 
esinyectiva Además, fes sobreyectiva. pues s: es síb) e S(A), entonces sih)es más corta que A y, por tanto, ordís(h)) 
= y < o0rd(4) = A, esto €s, ne s(A), luego f(9) = s(b). 
Para completar la demostración del teorema, solo falta demostrar que f preserva el orden; pues entonces 
f es un isomorfismo y s(A) = S(4) Sea y < y, donde nu, n e s(A). Entonces 4 - ordís(a)) y y = ordís(b)), esto 
es, fu) = sia) y fin) = s(b). Como y < n, sía) es una sección inicsal de s(b), luego sía) es un subconjunto propio 
de s(5). O lo que es lo mismo, según el orden de S(A4), s(a) < s(b). Asi que f preserva el orden. 


Demostrar el Teorema 11-15: Sea A un número ordinal. Entonces A + 1 es el siguiente de ). 
Solución : 
Sea y el siguiente de A. Entonces, por la definición de s(u), 
su) = A) U (4) 
Luego ord (s(4)) = ord (s(AY) + ord «(A 
esto es, 4=A +1. 
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Demostrar, dando un contraejemplo, que la ley distributiva a la derecha de la multiplicación 
respecto de la adición no se verifica en general entre números ordinales. Es decir. mostrar tres 
ordinales A, y y y tales que E 


(A + Jn Y A+ en 
Solución: 
Nótese, por el Ejemplo 7-1, que (1 + 1kw = 2a — «u. y que futihizando la ley distribunva a la izquierda) 
lo+ lu =.tw = ul+ol= e(14+1) = «08 > u 
Por tanto. (11 + llw + lw + lo, 


Sea (4,),,, una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos a dos, y sea 
ord (1) = w y ord (4,) = w para todo ¡e f. Hallar ord (U; ¿y Aj). 
Solución: 


ord(U ¿AY = etete+ro: = aMi+1I4+ 1H) = 0 Ne 
Demostrar que w + (0 = 2, 


Solución : 
Método 1. Nótese que 


uttw = uei+ol= a(1+1) = eu 
Habiénduse empleado la ley distributiva a la izquierda : 


Método 2. Considérense los conjuntos bien ordenados 


A=lM, 4...) B=(b. b1....1. C=dt 6... D=ir si 
Obsérvese que 
“w = ord(A) = ord(B) = ord (C) y 2 = ord(D) 
PEnitances 
peru = ord((A; B) = ordííai as, ...; Di dr. ..-.)) 
2 = ondiíCxD) = ordíííe,, y), fez,r), -..; fc1,8), (09,8), ...)) 


Pero la función /: 14: Bj) > 1C x Dj definida por 


fa = 10 r) 51 z=0 s 


(0/8) si 2=0D, 
es un isomorfismo de (4; Bj) en C x D. Por tanto, 


eto = ordílA; B)) = ord((CXD) = u2 


Problemas propuestos 


Demostrar el Teorema 11-1-2- $3 A es un conjunto bien ordenado y Bes isomorfo a 4, entonues B es bien ordenado 
« 


Demostrar el Teorema 11-2: Si [4,),,, es una famihia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
a dos, la umón de jos conjuntos U,,¿4, es bien ordenada. 


Supomendo que N, el conjunto de los números naturales, es bien ordenado. demostrar el principio de inducción 
matemática. Si $ es un subconjunto de N tal que (1) 12 S y (2) € $ implica 1 + le S, entonces S <= N 


Demostrar que 0 es el elemento neutro para la adición de números ordinales. esto es que para todo orámal A. 
0+A-A+0-? 
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Demostrar que 1 es el elemento neutro para la multiplicación de números ordinales, esto es, que para todo or- 
dmalA, lA =al=A 


Demostrar: Si A,, ¿e N, es un ordinal finito, entonces A, + Ag + Ag +++: = Byrd = o 
Demostrar. $1 A es un ordinal infinito, entonces A = + a, siendo un número limite y «4 un ordinal finito. 


Establecer la verdad o falsedad de cada una de las siguientes proposiciones sobre ordinales. las ciertas, demostrar- 
las, y para las falsas, dar un contra-ejemplo. 


(1) Si1 40, entonces 4 <A +p 
(2) $ 4 40, entonces 4 < 4 +. 


Establecer la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones sobre los ordinales; demostrar la verdad o dar un 
contra-ejemplo, en caso de falsedad, 


(1) SA+O0ypu<mn, entonces A+ 4<Ac+m, 
(2) Si1A*%0yu<o», entonces a+ A<n+d, 


Demostrar: La ley disinbutiva a la izquierda es válida para la multiphcación respecto de la adición de números 
ordinales, esto es, A(g + $) = Au + An. 


Respuestas a los problemas propuestos 


Sugerencia: Nótese que un conjunto bien ordenado no puede contener un subconjunto ordenado 4 = ' a, 
X a7 <a,) puesto que Á no es bien ordenado. 


(1) Falso, (2) Cierto. 


(1) Cierto, (2) Falso. 


Capítulo 12 


Axioma de elección. Lema de Zorn. 
Teorema de la buena ordenación 


PRODUCTOS CARTESIANOS Y FUNCIONES DE ELECCION 


Definición 12-1: Sea (4,),,, una familia no vacía de conjuntos no vacios Entonces el producto car- 
tesiano de los (A,),,,, que se denota por 
X tol Á, 
es el conjunto de todas las funciones de elección definidas sobre (A,,,,, 
Recuérdese que una función f: (4,),,, > X, donde (4,),,, es una familia de subconjuntos de Y, 


se llama función de elección s: f(4/) = a, € A, para todo ¿e 1 En otras palabras, f «elige» un punto 
2, E A; de cada conjunto A). 


Ejemplo 1-1: Sea (4,, 4, , Ay) una familia finita de conjuntos, En el Capitulo $ se definió el produc- 
to cartesiano de nm conjuntos 


A XAgX XA. 2 XA 
como el conjunto de n-tuples : 
fa,, Gs. rs... An) 


donde a, e A, paras = |, ,n Pero a cada función de elección f definida sobre 14,  ..4A,) 
corresponde el único n-tuple 


(HAD, FAY. --., HAN); 


y viceversa. Asi, pues, en el caso finito, la Definición 12-3 comeide con la defimción ya dada 
de producto cartesiano. 


La razón principal para introducir la Definición 12-1 es que se aplica a cualquier familia de con- 
juntos* finita, enumerable o no enumerable La definición anterior, que se basaba en el concepto de 
n-tuple, no se aplica sino a una familia finita de conjuntos. 


Observación 12-1: Aunque una función de elección se define para una familia de subconjuntos, toda 
familia de conjuntos (A;),,, se puede considerar como una familia de subcon- 
juntos de su unión |);,; A, 


AXIOMA DE ELECCION 


El axioma de elección es fundamental para la matemática y, en particular, para la teoría de con- 
juntos Este axtoma de «apariencia inocente», que en seguida se expone, tiene como consecuencia algu- 
nos de los resultados más poderosos e importantes de la matemática. 


Axioma de elección: El producto cartesiano de una famiha no vacia de conjuntos no vacios. no 
es vacio. 


A la vista de la Definición 12-1, se puede establecer el axioma de elección como sigue. 


Axioma de elección: Hay una función de elección para toda familia no vacía de conjuntos no 
vacios. 
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El axioma de elección es equivalente al siguiente postulado: 

Postulado de Zermelo: Ses !4;,,, una farmibra no vacia de conjuntos disjuntos no vacios Fxiste 
emences un subconjunto B de U),,, A, tal que la mtesrsección de B y cada 
conjunto A, consta de un elemento, 


Observese que en el postulado de Zermelo los conjuntos son disjuntos en tanto que en el axuoma 
de eleccion pueden no serlo 


LEMA DE ZORN 


El lema de Zorn es uno de los más importantes instrumentos de la matematica. 2s Una consecuen 
cra del axtoma de erección El lema de Zorn establece la existencia de ciertos tipos de elementos, sí bien 
no se da ningún procedimiento constructivo para hallar tales efementos 


Lema de Zorn: 5>es 1 un conjublo ño vacto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto to 
talmente ordenado llene un Mayorante en 4 A contiene cnlonces un elemento ma- 
ximal por lo menos. 


En Halmos Vane Ser Fkheory. hay una demostracion del lema de Zorn que solo utiliza el ax toma 
de elección. 


TEOREMA DE LA BLENA ORDENACIÓN 


El siguiente leorema se atribuye a Zermelo, quien lo demostro directamente con el axioma de 
elección 


Teorema de la buena ordenación: Todo conjunto puede ser bien ordenado 


Se demustrara este teorema. primero con el axtoma de elección, y Juego con el lema de Zorn 


NUMEROS CARDINALES Y ORDIMALES 


A cada numero ordinal A = ord (4) se puede asociar un número cardinal unico 2 141 Lla 
mando a este « número cardinal de A. denotado por 


e=A 


se ve que esta funcion de los números ordinales en los numeros cardimales no es mveclita, es deu, que 
hay diterentes numeros ordinales con el mismo numero cardinal. Por ejemplo. 


ord((1,2,3,...)) 
2 = ord(fa1, 4, .. ; b1rb2,...)) 


! 


son ambos gunteros ordiaales de comtuntos enumerábles, esto es, conjuntos cen el nusmo numero car 
dmal N.. Dicho de otra manera, 


1 <= No = m2 


Dl ieorema e la buena ordenación implica que la iuncion anterior de los numeros ordimafes en los 
números cardinales es sobreyectiva Porque. supomendo que 2 - $ (4) es un numero cardinal cual 
quiera. por el teorema de la buena ordenación, A puede ser bien ordenado. seca  ord (4) Entonces 
2-4 Y a es el numero cardinal de un numero ordinal A por lo menos lAqui, A se usa tanto para 
el conjunto mismo, como para el conjunto bien ordenado.) 


Se establece fácilmente la siguiente vorrespondencia entre numeros ordinales y cardinales 


Teorema 12-1: Seana = A y AB = jinúmeros cardinales, Se tiene entonces 


11) a < fBimplicad < ul 
(2) A < poimplica a« < $ 
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El resultado siguiente. ya mencionado, es una consecuencia directa del teorema de la buena or- 
denación 


Teorema 9-11: (Ley de tricotomia): Sean a y $ números cardinales. Una de las siguientes relaciones 
ef cierta: 


a<fBha=fpPoa2a> ff 


Es decir, la relación de desigualdad definida en los números cardinales es un orden total y no so- 
lamente parcial Como los números cardinales están bien ordenados, se puede dar un enunciado más 
fuerte. il 


Teorema 12-2: Todo conjunto de números cardinales está bien ordenado por la relación x < fl. 


ALEFS 
Ya se do antes que el número cardinal de los conjuntos enumerables es 
No 
(N alef es la primera letra del alfabeto hebreo.) Como los números cardinales forman un conjunto bien 
ordenado, se emplea el siguiente sistema de notación para los números cardinales. El siguiente de Ny 
se denota N, y el siguiente u éste por N,, y asi sucesivamente. El número cardinal que sigue a todos los 


N, se denota por X,,. O sea que todo cardinal infinito se puede denotar univocamente por una N con 
un número ordinal como subindice de la manera siguiente: 


Notación: Sea « un número cardinal infinito. Sea s(«) el conjunto de los números cardinales infini- 
tos inferiores a a. Nótese que s(«) es bien ordenado: sea A = ord (s(a)). Entonces a se de- 
nota por 


N 
La hipótesis del continuo se puede ahora enunciar así: 
Hipótesis del continuo: N, =c 


Problemas resueltos 


AXIOMA DE ELECCION 
1. Demostrar que el axioma de elección es equivalente al postulado de Zermelo. 


Solución: 
Sea 14,), ,, una famiha no vacía de conjuntos disjumtos no vacios y sea f una función de elección sobre 
ÍA), 1 y sea el conjunto B = [/(4,): ¡€ /). Entonces 


ANB = (fA)) 


consta de un solo elemento puesto que los A, son disjuntos y f es una función de elección. De acuerdo con esto, 
el axioma de elección implica el postulado de Zermeio. 


Sea ahora (4,!;,, una familia no vacía de conjuntos no vacios disjuntos o no y hágase 
Aj = (A)xd), para lodo (21 


Entonces es ciertamente (47) una familia disjunta de conjuntos puesto que ¿+ y implica A, x (1, + 4, x (7) 
aun en el caso de ser A, = Aj Por el postulado de Zermelo, existe un subconjunto 3 de (),4* tal que 
BONA = ((a, 1) 


consta de un solo elemento. Entonces a, e A, y la función f sobre [A;), ,, definida por f(4,) — a, es una función 
de elección. Según lo cual, el postulado de Zermelo implica el axioma de clección. 
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Demostrar el teorema de la buena ordenación (Zermelo)' Todo conjunto no vacío Y puede ser 
bien ordenado 
Solución: 
Seu f una función de elección sobre el conjunto 2 (Y) de todos los subconjuntos de |, esto es, 
BAIX) > Y con JAJEA, para todo 4C Y 
Un subconjunto 4 de Vse dirá normal s tiene una buena ordenación y, ademas, la propiedad de que. para todo + 1, 
NX - salad) = a donde salo) = [TEA A < al 
es decir, aya) es Ja sección inicial de a en la ordenación gue tiene 4 Hay que demostrar que existen conjuntos 
normales Huciendo 
So = JN) x= IX — [x0l) y xi =fMX — [10 x1)) 
resulta que A —- (Ap, 41. 12) es normal, Ahora bien, sí 4 y B son subconjuntos normales de 4, entonces 4 - B, 
q el uno es una sección inicial del otro, Como A y A son bien ordenados, uno de ellos, 4, por ejemplo. es isomeor- 
foa Boa una sección amcial de 8 (Teorema 11-9), Existe, pues, un isomorfismo 2: 4 — B Hágase 
Af=lre4: an) Y 
Si A* es vacio, entonces A = Bo bien 4 es una sección imcial de 8. Suponiendo A* + (%. sea ay el pomer 
elemento de A* Entonces $,(4p) = sglala,)) Pero siendo A y B normales, 
dy = f(X — sy(ag)) = FIN — sulatao))) = mag) 
Como esto contradice la definición de 4% es o bien 4 = Bo bien A es una sección imeial de B> En particulas. si 
acAyheB,osona. be A, osona, he B Además, 10. he A ya, be B, entonces a É h como elementos de A 
ñi, y solamente si, 4: bh como elementos de B, 


Sea ahora Y el conjunto de los elementos de Y que pertenecen a un conjunto normal por lo menos Sia, Pe Y, 
entonces u £ 4 y he B, donde 4 y B 30n normales y asi, pues, como ya se vio antes, 4,b£ 400,hbc B, Detimendo 
ahora un orden en Y de la siguiente manera: a E 4 como elementos de Y si, y solamente si. 4 < h como elemen» 
tos de A o de B; este orden está bien definido es decir, es independiente de la elección particular de 4 y B y, dde- 
más, es un orden total. Sea ahora Z un subconjunto no vacío de Y y sea a un elemento de 4 Entonces « perte- 
nece a un conjunto normal A. Luego 4) Z es un subconjunto no vaclo del conjunto bien ordenado 4 y tiene. 
por tanto, un primer elemento ay. Ademas, dy es un primer elemento de Z (Problema 12); ust que Y es bien 
ordenado. 

Hay que demostrar también que Y es normal. Si a £ Y, entonces a pertenece 4 un conjunto normal 4 Por 
otra parte, s¿(4) = syla) (Problema 12), y asi 

JIX — sylal) = F(X — sy(a)) = a E 
esto es, Y es normal. Por último, es Y = Y, pues suponiendo que no fuese así, es decir, que Y - Y + Y y que. 
por ejemplo, e = FÍY — Y) hágase Y* = Y Y (a) y sea Y* ordenado por ci orden de Y y con «a superior a lodo 
elemento de Y Entonces F(X — syla)) = FIX — Y) = a y. por tanto, Y” es normal De modo que ue Y Pero 
esto contradice al ser la f una función de elección, es decir, que FIX — Y] = az X — Y que es disjunto de Y. Por 
tanto. Y = X y entonces Y es bien ordenado. 


LEMA DE ZORN Y APLICACIONES 


3, 


4d. 


Demostrar: Si B es un conjunto parcialmente ordenado, hay entonces un subconjunto totalmente 
ordenado A de B tal que A no es subconjunto propio de ningún otro subconjunto totalmente or- 
denado de B, 


Solución: 

Sca Y la familia de todos los subconjuntos totalmente ordenados de B, parcialmente ordenada por inclu» 
sión. Supóngase, además, que (B;),, , es un subconjunto totalmente ordenado de 4 Sea el conjunto A = ¡18 

Nótese primero que A es totalmente ordenado. Porque si a, be A existen, entonces ), £ € Fhales que a € B, be 8, 
Como $ es totalmente ordenado, uno de ellos, B,. por ejemplo, es un subconjunto del otro, luego a, he B, Como 
B, es totalmente ordenado, o bien £ < bo bien h < a. Luego dos elementos cualesquiera de A son comparables; 
asi que Az Al 

Pero, para todo 127, B,C A, A es entonces un mayorante de ¿B,),,¡. Como todo subconjunto totalmente 
ordenado de 4 tiene un mayorante, por el lema de Zorn 4 tiene un elemento maximal que es un subsubconjunto 
de B totalmente ordenado que no es subconjunto propio de ningún otro subconjunto lotalmente ordenado de A 


Demostrar: Sea GR una relación de 4 en B siendo 4 el dominio de definición de R. Nótese que A 
es un subconjunto de A x B. Existe entonces un subconjunto /* de R tal que f* es una función 
de A en B. 
Solución: 

Sea af la familia de subconjuntos de (R en los que cada fe af es una función de un subconjunto de A en 8, 
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Ordenese partmalmente «Y por mclusión, Nótese que s: f A, + B es un subconzonio de 1. -B enon 
cos ALC As 

Supongase ahora que )f, 4, > B|, es un subconjunto de Y totalmente ordenado Lonas tease Pro 
blema 12) —1),,,f es una función de U),, A, €n B y. por lante, / es un mayorante de ¡£,., Por el joma de 
Zorn. .Y tire un cleomento maxumal f* : 4% — B. Si se demuestra que 4% - A, el teorema esta demostrado 

Supongise 4% + 4 Fraste entonces un elemento sr € A tal que a £ A?. Ademas, como el dominio de demon 
de A es 4, evmte un par ordenado (a, hb) £ O, Entonces $* UY a. Aj] es una Tunción de 4% 15 (4 ca 4 Puro esto 
contradice el hecho de ser f?, que sería un subconjunto propio de £* 1) Ha, BY an elemento masia de Z Po 
sonuguiente, 4% - 4 y el teorema está demostrado 


(Aplicación al álgebra lmeal.) Demostrar que si Y' es un espacio vectorial, 1 tiene una base 


Solución: 
Si) conuste en cl vector nulo solamente, entonces. por definición el conjunto taco es ha base de lo se 
supone, pues, que 5' contiene un vector a no nulo Sea Y la familia de los conjuntos de vectores ¡idepengientes de | 


Es decar, cada elemento Be 4 es un conjunto de vectores independientes Notese que LH norsi1 1d. Bos parejan- 
plo. fe; pertenece a 4, Ordénese Y por inclusión 
Suponiendo ahora que 18,1, , , es un subconjunto de YY totalmente ordenado s se demuesitsayue 4 ¿B, 


pertenece a .4, es decir. que es un conjunto de vectores independientes. sería entonces 4 4n masorintode A, y 3 
4 es un conjunto de vectores dependientes, entonces existen vectores 2, ....2,E 4 tales que 


E181 + +: + €p8, = 0 + 12) 


donde por lo menos un «, 0 Nótese que existen también elementos 1... 18 )dlalesquea e Bo. AB, 
Como ¡8 ,, us totalmente ordenada, uno de los conjuntos, sea B,,. es un supesconjunto de los otros, luego 
a. 2,3 B, En wsta de (1), 8), seria un conjunto de vectores dependientes, cosa que contradice lo supuesto 
Así, pues 4 es un conjunta de vectores mdependientes, pertenece a 4 y es un mayorante de 'B!,,, 


Por e lema de Zorn 4 tiene un mayorante 8% Entonces w puede demostrar que B* es una base de 


Obsérvese yue la parte principal de la demostración consiste en demostrar que 4 =  ,,,B perlenece a Y 
Es un ejemplo tipico del empleo del lema de Zorn. 


Demostrar el teorema de la buena ordenación por el lema de Zorn. 


Solución: á 

Sea A un conjunto cualquiera. Sea ef la familia de lodos los subconjuntos hen ordenudos de A, así, pues, 
un elemento We Y es un par W = (B, <) donde B es un subconjunto de 4 y < define una buena ordenación 
en B. Ordénese «e parcralmente como sigue* 


W,<W, si W, =W, o (W, es una sección inicial de 1, 


(Observese que W, =(B,, <)< W,=(B,. <) implica B, C B,.) 


Suponiendo que [W, = (8B,. <)),,, es un subconjunto totalmente ordenado de «. entonces la tamihia de 
conjuntos (8, ,,; ordenada por inclusión, es también totalmente ordenada. Definase ahora el conjunto ordena- 
do W= IB. <) como sigue, Primero sea 


B= U;es B, 


Supongase u, he B Existen entonces y, k € J tales que az B,.be B,. Como (B8,!,,, es totalmente ordenado, uno 
de elios, B,. por ejemplo, es un subconjunto del otro, así que a, he B,. 

Escribase u < A como elementos de B si a < h como elementos de B,. Entonces 4 1 <)es un subcon- 
junto bien ordenado y. por tanto, pertenece a «Y Además, M'es un mayorante de ¡H, .,, Por consiguiente, por 
el lema de Zorn, «$ tene por lo menos un elemento maximal 


Wo ABS) 


Supóngasx 8% + 4 Seauz A — B*. Entonces 4* es una seccion imicial del conjunto bien ordenado (NM, ta, .. 
que tambien pertenece a af Lo cual contradice la suposición de que M'* es un elemento maximal de Y, Asi, pues, 
la afirmación B* 4 A es falsa; luego 8* = 4 Por tanto, 4 puede ser bien ordenado 
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Problemas propuestos 
Detir cuál de las afirmaciones siguientes sobre números cardinales es falsa y cual cs cserta. razonar la 
respuesta 
(1) Xy + > LN (2) IA 5 Baca 


Demostrar el Teorema 12-1: Si x= A y Á = fi son números cardinales, se tiene 


(2) a<f implica A<u 


(2) A< pg implica a =f 


Demostrar el Teorema 9-11- Para numeros cardmales a y fi es válida una de las relaciones siguienies x< f, 
a=Boa>B 


Demostrar el Teorema 12-2 Todo conjunto de numeros cardinales está bien ordenado por lu relación x < h 


Considérese la demostración de esta proposición: Existe un conjunto finito de numeros naturales que no es un 
subconjunto propio de olro conjunto de múmeros naturales 


Demostración Sea 4 la familia de todos los conjuntos finitos de números naturales, ordenada parcialmen- 
te por inclusión Sea ahora (B,),,, un subconjunto de 4 totalmente ordenado, y sea el conjumo A = ve B, 
Nótese que, para todo ¡e !, B,C A; luego A es un mayorante de (8), .;. 

Como todo subconjunto lotalmente ordenado de 4 Liene un mayorante, por el lema de Zorn «$ tiene un ele 
mento maximal, que es un conjunto fimito que no es un subconjunio propio de ningún otro conjunto finilo 

Se pregunta Como esta proposición es evidentemente falsa, ¿cuál es el paso incorrecto de la demostración? 


Demostrar los dos enunciados siguientes, supuestos en la demostración en el Problema 2 
(1 El primer elemento a, del conjunto Af Z es un primer elemento del conjunto Z 


(u) sa) = syía) 


Demostrar la siguiente proposición, supuesta en la demostración en el Problema 4 Sea ¡f, 4, B), ¿Un con- 
junto de funciones totalmente ordenado por inclusión Entonces Y), ./f, es una función de ,,,¡A, tn B 


Respuestas a los problemas propuestos 


(1) Crerta Porque N, es el número cardinal de un conjunto enumerable y, como ya se demostro antes, la un.pn 
de un conjunto enumerable con un conjunto infinito no cambia el cardinal de este conjunto infimlo 
(2) Falsa. Pues como la adición de cardinales es conmutativa, 
Para = Pa FP = MERA E Rua 
implicaría que la adición de ordinales es conmutativa, que no es cierto. 


Capítulo 13 


Paradojas de la teoría de conjuntos 


INTRODUCCION 


La teoría de conjuntos, como una disciplina matemática, fue Cantor (1845-1918) el primero que 
la estudio hacia finales del siglo diecmueve. Hoy la teoria de conjuntos es fundamental en las matema- 
Licas cuyas ramas ha transformado casi todas. Por la misma época en que la teoría de conjuntos co- 
menzó a inflinr sobre otras ramas de las matemáticas, se le descubrieron varias contradicciones O pa- 
radojas. la primera por Bural-Forti, en 1897, de las cuales se presentan algunas en este capitulo. Si 

e bien cs factible eliminar estos contrasentidos por un desarrollo axromático estricto de la teoría de con- 
juntos, aún quedan muchos interrogantes por responder. 


CONJUNTO DE TODOS LOS CONJUNTOS (PARADOJA DE CANTOR) 


Sea [ el conjunto de todos los conjuntos. Entonces todo subconjunto de Ú es asimismo un ele- 
mento de (: luego el conjunto potencia de C es un subconjunto de C, esto es, 


Za cc 
Pero 2 CC imphca que 
$(20 < +0) 
Pero entonces, según el teorema de Cantor, 
F(() < *(2) 
As1. pues, el concepto de conjunto de todos los conjuntos lleva a una contradicción. 


PARADOJA DE RUSSELL 
Sea Z el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de sí mismos, es decir, 


Z (X|XeX) 


Se pregunta. ¿Z cs o no es elemento de si mismo? Si Z no pertenece a Z, entonces. por la definición 
de Z. Z se pertenece 4 sí mismo. Pero si Z pertenece a Z. entonces, por la definición de Z, Z no per- 
lenece u sí mismo. En cualquiera de los dos casos hay contradicción. 

Esta paradoja es de cierto modo análoga a la paradoja popular siguiente: En una aldea hay un 
barbero que afeita solamente a los hombres que no se afeitan ellos mismos. Se pregunte ¿Al harhero 
quién lo afeita? 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS ORDINALES (PARADOJA DE BURALI-FORTI) 


Sea A el conjunto de todos los números ordinales. Por un teorema anterior, Á es un conjunto bien 
ordenado. sea a - ord (A). Considérese ahora síx). el conjunto de todos los números vrdinales meno- 
res que x. Obsérvese que 

(1) Puesto que sta) consiste en todos los elementos de Á que son anteriores a a, six) es una sec- 

ción inicial de A. E 

(2) Por un teorema previo, ax = ord (s(a)); por tanto, 


ord (s(x)) = a = ord (A) 
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Por consiguiente, Á es isomorfo a una de sus secciones iniciales. Así, pues, el concepto de conjunto de 
todos los números ordinales lleva a una contradicción con el Teorema 11-8. 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS CARDINALES 
Sea .af el conjunto de todos los númeras cardmales Entonces. para cada cardinal 2. hay un 
conjunto 4, tal que 4 = 4 (A,). Sea 
Á = U ne aAAs 
Considérese eb-conjunto potencia 2 de A. Nótese que 2* — Ag 24, que es un subconjunto de A. Por 
consiguiente, 2? < A y, en particular, 
$(29) = H(A) 
Pero, por el teorema de Canlor, 
H(A) < *(2)) 


Así, pues, el concepto de conjunto de todos los números cardinales es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS EQUIPOTENTES A UN CONJUNTO 


Sea A = la, b, ..)] un conjunto (no necesariamente enumerable) y sea Y = [1. 7. ...! otro con- 
junto cualquiera, Considérense los conjuntos 


A, = [(a,i).(b,8), ...) 
A, = ((a,7), (0,3), ...) 


ena e Asa 
Pa... .1.+..04. 9. 


es dectr, la famulia de conjuntos |4,);, .,. Nótese que 
RUAD Lp) = *HloA) 
y A, -— A para todo ¿E y. 
Sea ahora x la familia de todos los conjuntos equipotentes al A. Considerando el conjunto po- 
tencia 2* de « y definiendo la (amilia de conjuntos (4,), , ¿2 como se dijo, puesto que cada A, = A, 


(4), 70 € a 
Por tanto, 
$(2u) == FLA), qu) — $ (a) 


Pero por el teorema de Cantor, 4 (2) < 4 (2%). Asi, pues, el concepto de familia de todos los conjuntos 
equivalentes a un conjunto (la definición que se dio de número cardinal) es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS ISOMORFOS A UN CONJUNTO BIEN ORDENADO 


Sea A un conjunto bien ordenado. Entonces, el conjunto A4,. definido como antes y ordenado por 
la. 10:< tb, 1) si aSb 


es bien ordenado y es isomorfo al 4. esto es. A, = A. 

Sea ahora A la familia de todos los conjuntos isomorfos al conjunto bien ordenado A. Considérese 
el conjunto potencia 2? de A, y definase la familia de conjuntos / 4,!,, 2 como se hizo antes. Como cada 
conjunto 4, es isomorfo al A 

A). ES € A 


Por consiguiente, HL) = HUA) pS HA) 


i,P 


Como, por el teorema de Cantor, $ (A) < 4 (2*), el concepto de familia de todos los conjuntos 1s0- 
morfos a un conjunto bien ordenado (la definición dada de número ordinal) es contradictorio. 


Parte HI: Temas anexos 


Capítulo 14 


Algebra de proposiciones 


ENUNCIADOS 
Los enunciados lo aserciones verbales) se denotarán por las letras 


P.q.r 

(con o sin subindices) El carácter fundamental de un enunciado es que o bien es terdadera, o bien es 
falso. pero no ambas cosas La verdad o falsedad de un enunciado se llama su valor de verdad. Algunos 
enunciados son compuestos, es dect, están formados de enunciados vimples y de varias conectivas que 
se estudiarán despues. 


Ejemplo 1-1; «Las rosas son rojas y las violetas son azules» es un enunciado compuesta de los enunciados 
simples «Las rosas son rojas» y «Las violetas son azules» 

Ejemplo 1-2: «¿Dónde vas?» no es un enunciado, pues no es ni verdadero mi falso 

Ejemplo 1-3: «Juan está enfermo o viejo» está implicitamente formado de dos enunciados samples «Juan está 
enfermo» y «Juan está viejo» 


Propiedad fundamental de los enunciados compuestos es que su valor de verdad está determi- 
nado por completo por el valor de verdad de cada uno de los enunciados simples y por el modo como 
se les reúne para formar el enunciado compuesto. 


CONJUNCION, pa q 


Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra «y» para formar un 
enunciado compuesto, que se llama conjunción de los primeros enunciados Simbólicamente se deno- 
ta la conjunción de dos enunciados p y q por 

pAq 
Ejemplo 2-1: Seca p «Está lloviendo» y sea q «El sol bnlla» Entonces p A q denota el enunciado «Está llo- 


viendo y el soj brilla». 
Ejemplo 2-2: El símbolo a se puede emplear para definir la intersección de dos conjuntos, asi 


ANB = fx | zeA a xe8B) 


. 


E] valor de verdad del enunciado compuesto q a p satisface la condición siguiente 

Y,  Sipes verdadero y q es verdadero, entonces p A q es verdadero: en otro caso p A q es falso, 
Es dectr, la conjunción de dos enunciados es verdadera solamente si cada componente es 
verdadero. 


Ejemplo 2-3: Sean los cuatro enunciados siguientes: 


(1) Paris está en Francia y 2 + 2 = 5 

(2) París está en Inglaterra y 2 + 2 - 4 

(3) Paris está en Inglaterra y 2 + 2 = 5 

(4) Paris está en Francia y 2 + 2=4 
Según V,. solamente (4) es verdadero Todos los demás enunciados son falsos porque al menos 
uno de los componentes es falso 


Una manera muy convemente de expresar Y, es por medio de una tabla como sigue 
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Obsérvese que la primera línea es una manera abreviada de decir que si p es verdadero y q es verdade- 
ro, entonces p a q es verdadero. Las otras lineas tienen significados parecidos. E 


DISYUNCION, p v 9 
Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra £o) ten el sentido de 
«y 0») para formar un nuevo enunciado que se llama disuunción de los dos enunciados previos Simbo- 
hcamente se denota la disyunción de dos enunciados p y q por 
p vd 
Ejemplo 3-1: Sea p «El estudió francés en la universidad», y sea q «El vivio en Francia» Entonces p v q és 
el enunciado «El estudió francés en la universidad o él vivió en Francia», 
Ejemplo 3-2: El simbolo v se puede emplear para definir la unión de dos conjuntos, as 


> AUB = dx |] xeA v xeB); 


El valor de verdad del enunciado compuesto p v q cumple la condición siguiente: 

Y,: Si pes verdadero o q es verdaderú o si ambos p y q son verdaderos, entonces p V q es ver- 
dadero: en otro caso p v q es falso. Es decar, la disyunción de dos enunciados es falsa sola- 
mente si cada enunciado componente es falso. 

V, se puede expresar también en una tabla como sigue: 


Ejemplo +3: Scan los enunciados siguientes. 
(1) París está en Francia o 2 + 2=5S, 
(2) Paris está en Inglaterra 0 2+2=4 
(3) Paris está en Francia o 2 +2-= 4. 
(4) Paris esiá_en inglaterra 0 2+2=5 
Solo (4) es falso. Cada uno de los otros enunciados es verdadero, pues al menos uno de 105 cumn- 
ponentes es verdadero 


NEGACION, -= p 

Dado un enunciado p. se puede formar otro enunciado, que se llama ¿ezaridy de p. escribiendo 
«Es falso que .. » antes de p o. cuando es posible, insertando en p la palabra «no» Simbólicamente 
se denota la negación por Edo 


Ejemplo 4-1: Considerense los tres enunciados que siguen. 
(1) París está en Francia. 
(2) Es falso que París está en Francia 
(> Paris no está en Francia. 
Entonces (2) y (3) son cada uno negación de (1) 
Ejemplo 4-2: Scan los siguientes enunciados: 
(1) 242 $ 
(2) Es falso que 2 + 2-5 
(11 ZelSS 


(2) y (3) son cada uno li negación de (!) 


El valor de verdad de la negación de un enunciado depende de la siguiente condición * 

V,: Si p es verdadero. entonces —p es falso. si p es falso, entonces - ¡+ es verdadero. Es decir, 
el valor de verdad de la negación de un enunciado es siempre el opuesto del valor de verdad 
del enunciado. 
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Ejemplo 4-3: Examinense los enunciados del Ejemplo 4-1- Notese que (1) es verdad 4 12) y 1%) sus negarto- 
nes. son falsos 


Ejemplo 44: Consderente los enunciados del Ejemplo 4-2: Obsérvese que (bes Lidso y (049 13) 301 Sur 
daderos 


Y, se puede esenibir en forma de tabla como sigue: 


P =p 
y F 
F A 


CONDICIONAL, p => y 


Multitud de enunciados, espectalmente en las matemáticas, son de la forma «S1 p entonces q» Ta- 
les enunciados se llaman gondicionalgs y se les denota por 


pq 

El cóndicional p > q se puede tambien leer: 
ta) pamplica q (c) pes suficiente para q 
(b) p solamente si q » (d) q €s necesario para 7 


El valor de verdad del enunciado condicional p = q resulta de la condición 

Y,. El condicional p > q es verdadero a menos que p sea verdadero y q falso Es decir. Va afir- 
ma que un enunciado verdadero no puede implicar uno falso. 

Y, se puede escribir como tabla así: 


Pp 
Y 
A 
F 
F 


Ejemplo 5-1: Scan los sigmentes enunciados 


(1) Si Paris está en Francia. entonces 2 + 2 = 5 
(2) Si París esta en Inglaterra. entonces 2 + 2 = 4 
(3) Si Paris está en Francia, entonces 2 + 2 = 4 
(4) Si Paris está en Inglaterra, entonces 2 + $ 


ta) 


Por V,. solamente (1) es un enunciado falso; los otros, son verdaderos 


BICONDICIONAL, p —q 
Otro enunciado corriente es el de la forma «p si. y solamente si, q» o con una cómoda abreviatu- 
ra, «p asi q» Tales enunciados se llaman hicondicionales y se les denola por 
Ps 
El valor de verdad de los enunciados bicondicionales p «+ q obedece a la condición. 


Vi: Sip y qutienen el mismo valor de verdad. entonces p — q es verdadero. si p y q tienen valores 
de verdad opuestos, entonces p — q es falso. 


Ejemplo 6-1: Sean tos enunciados siguientes 


(21) Pams está en Francia si, y solamente st, 24 2 = $ 
(2) Paris esta cn Inglaterra si, y solamente s1. 24 2 4 
(3) Paris esta en Francia si. y solamente si. 2 + 2-4 
14) Paris está en Inglaterra si, y solamente st, 2 + 2- 5 


Según Voy, 13) y 14) son verdaderos y (1) y (2) son falsos 
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Y, se escribe en forma de tabla como sigue: 


POLINOMIOS Y POLINOMIOS BOOLIANOS - 
Las sumas finitas (+ ). productos (* ) y diferencias (— ) de las indeterminadas (0 Lurtables) 
o: 
sometidas a las reglas usuales del álgebra ordinaria. constituyen los polinomios en dichas varibles, 


Ejemplo 7-1: Los siguentes son polmomios en dos indelermmadas: 


tl 


rx — rytyurytxarze = 2 -— xy + y 
cy r+y = "y 


fix, y) 
glx,y) 


St en el polinomio f(x. r,.. . .) se remplaza cada indeterminada por un número real dado Yo, tp. . 
respectivamente, la expresión 


JXo: For - + -) 
que denota sumas, productos y diferencias de números reales, es ella misma un número real. Es decir, que 
six... se consideran como variables reales. entonces el polinomio f(v. v. ...) define una función 


que hace corresponder un cierto valor f(xp. tg. .- .) como imagen de los números reales ty. Vip. 


Ejemplo 7-2: Sean los pohnommos del Ejemplo 7-1. Entonces. 
$12, 3) 
g(3,1) 


Las operaciones suma, producto y diferencia. definidas entre números reales, inducen operacio- 
nes semejantes llamadas asimismo suma. producto y diferencia entre polinomios 


Il 


2:2- 2:38 + 3:3:3+ 2:2 = 4-6+27+4 = 29 
(3—1)-(3+1) = 2:4 = 3 


1 


Ejemplo 7-3: Svan los polinomios del Ejemplo 7-1. Se tiene 


fx, y) — ple y) (22! — xy + y) — (x* = y?) 
fepenay = Q—y+ y) la yt 
Supóngase ahora que las letras 
Pia 
que-antca denotaban enunciados, sean indeterminadas, es decir, variables. Combinando estas vartables 
por las conectiras A Y y =. 0, con mas generalidad. por las conectivas A. V. >=. > y >. NM 
construyen expresiones que se llaman polinomios bualianos. 


Ejemplo 7-4; Los siguientes son pelimomivs bovhanws en des variables 


fp, = -pv (p>q) 
gp.) > tp -qaq 


Y ademas pueden emplearse los simbolos A. v. =. + y — como conectivas para los polmomios 
boohianos. as que se puede hablar de la conjunción. disyunción y negación de polinomios hoo- 
llanos. 


Ejemplo 7-5: Sean los pohnormos bochunos del Ejemplo 7-4 Entunwes 


feosend = levas (1e-yrq 
fan aran — [avi] + (e-gsq< 
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Suponiendo ahora que cada una de las variables p, 9. ... de un polinomio boohano ALBA 
se remplazan respectivamente por un enunciado particular denotado por po, do, . la expresión 


Wo do: -- +) 


ex también un enunciado y tiene por lo mismo un valor de verdad. 


Ejemplo 7-6: Sean ftp. 9) palo »qypox2 +2 %yq«l+ 1 2» Entonces HPa- Gal Quie- 
re decir 


24245, y si2+2=5 entonces, 1 + | = 2» 
Por Va. Fo = Po => Go €s verdadero. Nólesc que s, = —pp es verdadero Por tanto. por V,, 
F(Po. Go) = 50 A fp €s Larmbicn verdadero 


Observación 14-1: Sea un polinomio booliano fíp, q... ) y sean los enunciados p.. e con el 
mismo valor de verdad que los enunciados py. 49... . Entonces f(p,. Yo. — .) tiene 
el mismo valor de verdad que fípa. Go, - . .). 


PROPOSICIONES Y TABLAS DE VERDAD 


Definición 14-1: Se llama proposición un polinom:o bovliano en las variables p. y... — y sele denota por 


Pp.q...3,0lP.9...).. 
o simplemente por P, Q,... 


Por la Observación 14-1, el valor de verdad de una proposición P(p, q...) evaluado sobre enun- 
criados cualesquiera, es función solamente de los valores de verdad de los enunciados y no de los enuncia- 
dos particulares mismos. Así, pues, se habla del «valor de verdad» de cada una de las variables, p, q, 

. , y del «valor de verdad» de la proposición P(p, q, ...). 


Una simple manera concisa de mostrar la relación entre el valor de verdad de una proposición 
Plp. q...) y los valores de verdad de sus variables p, q. .. es por una tabla de verdad Por ejemplo, 
la tabla de verdad de la proposición —(p A —q) se construye como sigue: 


P sp A —q) 
v v 
M F 
P v 
F Y 
Las primeras columnas de la tabla están ocupadas por las variables p, q, ... En la tabla hay suficientes 


filas para abarcar todas las combinaciones de Y y F para estas variables. (Para 2 variables. como en 
este caso, se necesitan 4 filas: para 3 variables se necesitan 8 filas y, en general. para n variables se re- 
quieren 2” filas). Luego hay otra columna para cada paso sucesivo del cálculo del valor de verdad que 
se busca para la proposición, valor que aparece en la última columna. 


La tabla de verdad de la proposición antenor —(p a —q) consiste solamente en las columnas 
encabezadas por las variables y la columna encabezada por la proposición, asi. 
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Otra manera de construir esta tabla de verdad de —(p a 9) es la siguiente: Primero trácese la 
tabla. 


Escribiendo la proposición en la fila superior a la derecha de las variables de la proposición. Cada va- 
riable o conectiva encabeza una columna. Los valores de verdad se anotan luego en la tabla en varios 


pasos, así: 


La tubla de verdad de la proposición queda formada por las columnas encabezadas por las varibles 
y por la última columna completada en el uHimo paso 


TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCION 


Algunas proposiciones Pp. q. ...) tienen solo Y en la última columna de sus tablas de verdad, 
Es decur. que la proposición Pip. q. y será siempre un enunciado verdadero sean cuales fueren los 
enunciados py. verdaderos o falsos por los que se sustituyan las vartables. Estas proposiciones 


se dlyman tomtologras 


Definición 14-2: Una proposición Pip. q. - .) es una tautologia sí Pipo, qo. — .) es verdadera para 
cualesguiera enunciados Py. o. «+ > 


De manera analoga. 
Definición 14-3: Una proposición Píp. q... .) es una contradu ción si Ptpo. qa, .. )€s falsa para cua- 


lesquiera enunciados Pp. do. - - - O sea que una contradicción solo contiene F en la 
última columna de su labla de verdad. ¿ 


Ejemplo 8-1: La proposición «p o no pp». es dec p y =7es una tautologia, cosa que se verifica al constru y 
una tabla de verdad. 
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Ejemplo 8-2: La proposición «p y no p», es decir p A pes una contradicción, lo cual se ve por la tabla 


Ejemplo 8-3: Un princimo fundamental del razonamiento logico, la «ley del siogismo». dice que «Si pam- 
phica g y q Implica r. entonces p implica r» Esto es, la proposición 


lp= PH. (q 1] +» (p-r) 


es unu tautologia. Lo que se ye por la tablu de verdad: 


r)] 


y 2<w. o o<la 


»”) 
E E 
Dm ye. JZe€ 
yu <<».y0 yo < 
a e € 4. < 7 u7-< 
QU <<. y<c< 
TEmern<*.* << 
ble e os“ - 
E A 
N| | e - ”uoeornascs 
nia xa <u 0 u<| 


En esta tabla se necesitan ocho filas para abarcar todas las combinaciones de Y y F para 
las tres yariables p, q y r 


Como una tautología es siempre verdadera, la negación de una tautología será siempre falsa, o 
sea que se trala de una contradicción: y viceversa. En otras palabras, 


Observación 14-2: Si Pip. q. .. ) es una taulología. entonces — P(p. 4. ) es una contradicción. 
y viceversa 

Sean ahora P,(p. q. A PAP.q....)..-. proposiciones cualesquiera y seu P(p, q. — .) una tau- 
tologia Entonces Pip. q. ) no depende de los valores particulares de verdad de p. q. . Por tanto, 
su se sustituye p por P,. q por P, en la Píp. q. —.) se biene aún una tautologia Dicho de otra 
manera: 
Teorema (principio de sustitución): Si Pp, q. . .) es una tautología. entonces 

PIP. Pr...) 


es también una tamtología para cualesquiera proposiciones P,, P,. 


EQUIVALENCIA LOGICA 


Dos proposiciones Plp, q. ..) Y Díp. q. —.) se dicen lógicamente equivalentes s: sus tablas de 
verdud son identicas Se denota la equivalencia lógica de Pip. q.  .) y Olp. q. ¿por 


Ptp,q....)= O(p.q.-.. 


Ejemplo 9-1: Las tablas de verdad de (p=q)A (q — pl y pq son como sigue. 
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luego (p>pgna(g>p)= pt 


Ejemplo 9-2: Las tablas de verdad siguientes muiestran que p => q y =p Y q son lógicamente equivalentes. 
cold es, que p >G = =p V Y 


Los teoremas que siguen son consecuencias de estas definiciones dadas en lo que precede 


Teorema 14-1: La relación entre proposiciones definida por 
Plp.q... )= Olp.q....) 
es una relación de equivalencia, Es decir: 
fly para todo Pip. Y... Pip. q... = Pip q. ...): 
(2) si Plp, q. ...)= Olp. 4.-.- .). entonces Qíp. q. ...)= Píp. q. ...); 
(3) si Pip. q. +..)= Op. q. ..) y Olp. 4. ... = Rip. q. ...) entunces 
Pip, Y...) = Rip, q .-.). 
Teorema 14-2: Pip.q... )= Qlp, 4. -..) si. y solamente si, la proposición 
Plp.q.--)+Qlp. q... .) 
es una tautología. j 


Teorema 14-3: Si Pip. 4. ...) y Qlp. 4. ...) son umbas tautologías o bien ambas contradicciones, 
entonces Po. q )= 01.4 ) 


El siguiente corolario es una consecuencia del principio de sustitución en las tautologías y del 
Teorema (4-2 anterior. 


Corolario 141: Si Pp, q. ...)= Q(p. 4. -- -), entonces 
PIP,, Pa, 22.) E Q(P,. P,. Z 0) 
para cualesquiera proposiciones P,, P,.... 


Es decir. que. 1 se sustituyen por proposiciones las variables en proposiciones equivalentes, las 
proposiciones que resultan son también equivalentes. 


ALGEBRA DE PROPOSICIONES 
Las siguientes proposiciones son lógicamente equivalenies: 
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Teorema 144: (la) pvp = p (5) pap =p 
(2a) (pva)vr = pv(lavr) (2b) (pagar = prlqar) 
(3a) pva = qvp (30) paq = qsp 
(4a) pv(arr) = (pva) a (py 7) (40) prlavr) = (pro). (par) 
(ba) pvf =p (5b) prt=p 
(61) pvr=w0 (6b) prf f 
(Ta) pvp =" (Tb) pap f 


(Sa) =p Pp (Bb) =r=f, —f = + 
(9) Apvq) = pr 4 (95) (paq) = -pv —q 


Este teorema se puede demostrar construyendo las tablas de verdad correspondientes Aqui ! y / 
denotan variables que están restringidas respectivamente a enunciados verdaderos y lalsos 

En vista del Corotlano 14-1, cualquier proposición puede sustituir a las variables en el Teore- 
ma 14-4 (excepto a + y f. que solo se pueden remplazar respectivamente por una tautología Y o por 
una contradicción F). Asi, pues. las proposiciones cumplen las leyes de la Tablu 14-1 que sigue Nótese 
la semejanza entre las leyes del álgebra de proposiciones de la Tabla 14-1 y las leyes del algebra de con- 
juntos de la página 104. 


LEVES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Leyes de idempotencia 
lb. P+.P 


PvP P 


Zo. (PvQvR - Pv(QvR) 2b. tPrxQaR Po1IQrE) 
Leyes conmutativas 

Ba. PvQ = QuP ab. PrQ Qaf 
Leyes distribulivas 

4 PviQaR) = (PPv QnÍ[P v K) 4b. Pr(QvR) (PQ 1(P RR) 
Leyes de identidad 

ba. PvF P 5h. Pa P 

64. Pv) í 6. PAF F 

Leyes del complemento 
Ta Pv-P ] TD. Pa-P F 
da. --P P Bb. -1 F,-F 1] 


Leyes de De Morgan 
DD. APAQY= -Pv-Q 


(Py Q) 


Tabla 14-1 


IMPLICACION LOGICA 
Examínese el siguiente teorema: 
Teorema 14-5: Si Píp. q. .-) y Op. q. ---) son proposiciones. fas tres condiciones que “(guen son 
equivalentes: 


(1) Pip. q....  v QOtp.q.-..) es una tautología 
Q) Pip.q...)a -Dlp g....] es una contradicción. 
(3) Pw.3q...3)0Otp.q..--) es una tuutologiía. 
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En vista del teorema anterior se puede introducir la 
Definición 14-4: Se dice que una proposición Píp, q. --.) implica lógicamente una proposición 
Otp. 9... .), lo que se escribe 
j Pp. q...) >Q.q....) 
si se verifica una de las condiciones del Teorema 14-5. 
Ejemplo 10-1; La proposición «p mplca q y y implica r» implica lógicamente la proposición «p implica +», 
pues, como se muestra en el Ejempio 8-3. 
le=9 2: (q>1)] > (p-r) 
es una lautologia. O lo que es lo mismo. 
lp=1 (q) + por 


Ejetmplo 10-2: Considerese la tabla de verdad de 


Obsérvese que (p A q) A —(p v q) es una contradicción; luego p A q >pYyq 


Teorema 146: La relación entre proposiciones definida por 
Plp.9... > 0(p.q.---) 


es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir: 


(1) LE O AS 

(2) S Pílp,a,...) > Qo, 4, ---) y Qp. 9, --.) > Píp,q,...). Emomes 
Pip, 2, -..) = Q(p, 9, .-.). 

(3) S Plp, q, ...) > Qlp, 4, -..) y Ab, ...) > Río, q,...), Entonces 
PRD.) 


Vale tambien la condición sigmente: 
Teorema 14-7: Si Pip. q. . .) > Op. q. ...) entonces, para cualesquiera proposiciones P,. P,. 
PIP. Po .. ) > (PL Pa...) 


Es decir. sí una proposición implica lógicamente otra, la relación sigue siendo valida cuando se 
sustituyen las variables por proposiciones arbitrarias en las proposiciones originales 


Observación 14-3: Considerando los símbolos 


>y=> 


ubsérvese que 
Plp, q...) => QU. q..--) 


es precisamente una proposición y que su tabla de verdad solo puede contener 
o bien Y o bien F en la última columna. Pero 


Plp.4.-.)>0P.9..-.) 
define una relación entre proposiciones compuestas. a saber. que la proposición 
compuesla Pra 
solo tiene Y en la última columna de su tabla de verdad. o sea que es una tautologia 
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Observación 144: Considerando ahora los simbolos 
SÍ eo y 
observese que 


1 


Pp.q..)Qlp. q...) 


es también precisamente una proposición compuesta y que su tabla de verdad 
puede tener en la última columna tanto Y como F. Pero 


Edi eE Olpiditis) 


define una relación entre proposiciones compuestas estableciendo que P(p. q....) 
y Q(p. 9...) tienen tablas de verdad idénticas, o lo que es lo musmo, que 


Plp.q... >= Qlaq...) 
solo tiene Y en la última columna de su tabla de verdad. Siendo asi que, hablando 
en pura lógica, no cabe distinguir entre dos proposiciones equivalentes, hay 
dutores que usan el signo = en vez del =. 


ENUNCIADOS LOGICAMENTE VERDADEROS Y LOGICAMENTE EQUIVALENTES 


Se dice que un enunciado es lógicamente rerdudero si se le puede derivar de una tautología, es de- 
cir, si el enunciado es de la forma P(Po. Go... .), donde P(p, q. ...)es una tautologia. 


Ejemplo 1-1: Scan los siguientes enunciados: 


(1) Está lloviendo. 
(2 Esta lloviendo o no está [loviendo. 


El primer enunciado puede ser verdadero, su valor de verdad depende de condiciones extrin- 
secas al enunciado mismo, es decir. del tiempo climático. El segundo enunciado es lógicamente 
verdadero, ya que se puede derivar de la tautologla p v —p Es de ver que su valor de verdad 
no depende de condiciones extrinsccas ul enunciado mismo 


Asimismo, se dicen lógicamente equivalentes los enunciados de la forma Pípo. 4o: ...) Y QlPo, 
de -- si las proposiciones P(p, q... .) y Q(p, 4... .) son lógicamente equivalentes. 


Ejemplo 11-2: Como-=(p a q)= =p v - q.elenunciado «No es verdad que las rosas son rojas y que las vio- 
lotas son azules» cs lógicamente equivalente al enunciado «Las rosas no s50n rojas o las viole» 
tas no son azules». 


Observación 14-58: Téngase muy en cuenta que el propósito principal de este capitulo es el de mos- 
trar que los polinomios boolianos, o sean las proposiciones, junto con sus tablas 
de verdad, tienen ciertas propiedades algebraicas. No se ha tenido la intención de 
analizar los fundamentos lógicos de los supuestos aquí utilizados. 


Problemas resueltos 


ENUNCIADOS 
l. Sean p «Hace frio» y q «Está Hoviendo». Deseribir con un enunciado verbal las siguientes 
dserciones:; 
() -p (5) p> q 0) ==9 
(2) pg (6) qv-p (10) (pr-2)>p 
(3) pva (M paq 
(4) geo. (8) pe —q 
Solución: 


En cada vaso, transcribir A. Y, +. — y — por «y», «o», «es falso que» 0 «no», «si... entonces» y «si, y solo 
s», respectivamente, simplificando luego la oración. a 
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(1) 
(Q) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(m 
(8) 
(9) 
(10) 
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No hace frio. 

Hace frio y está lloviendo. 

Hace frio o está lloviendo. 

Está lloviendo si, y solo si. hace frio 

Si hace frío, entonces no está Hoviendo 

Está lloviendo o no hace frio, 

No hace frio y no está llovendo 

Hace frio s3, y solo s1, no está llovsendo. 

No es verdad que no está lloviendo. 

St hace frio y no está lloviendo, entonces hace frio. 


2. Sean p «El es alto» y q «El es galán». Esembir los siguientes enunciados en forma simbólica 


con p y q. 
(1) El es alto y galán. 

(2) El es alto pero no es galán. 

(3) Es falso que él es bajo o galán. 

(4) El noes m alto nm galán. 

(S) El es alto, o el es bajo y galán. 

(6) No es verdad que él es bajo o que no es galán. 
Solución: 

Wena (3) —(—p v q) 5) pv(-paq 
(2) pra q (0 paq (6) —(—p v -4) 


3. Determmar el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados compuestos. 


(1) 
(2) 
(3) 


S13 + 3 — 7, entonces 4 + 4 — 8. 
No es verdad que 2 + 2 = 5 si, y solo si, 4 + 4 = 10. 
París está en Inglaterra o Londres está en Francia. 


(4) No es verdad que 1 + 1 — 3oque2 4 1 =3. 
(5) Es falso que st Paris está en Inglaterra, entonces Londres está en Francia. 
Solución : 


(OD Seape +2 To vswxagrud 44 8». Nótese que p es falso y q es verdadero. Según Y. p + q es verda- 


dero. Es decrr, el enunciado propuesto es verdadero 


(2) Seapul + 2 - 5», sea q ud + 4 = Mb y sea r «p sst qu. Es claro que p y q son lalsos, luego por Y, pq 


(3) 
(4) 


15) 


es verdadero esto es, r es verdadero Como r es verdadero, el enunciado, que es la negación de r, es falso 
Sea p «Pariy esta en Inglaterra» y q «Londres está en Francia». Evidentemente p y q son falsos, por tanto, 
swgun Y,. el cnunciado dado, p y q, es falso. 

Scupel+t  yqultlo 3», y sea r «po qu Nótese que p es falso y q verdadero: entonces, 
por Y,. p v q que es r. es verdadero. Como el enunciado propuesto es —r, es falso. 

Sea p «Paris está en Inglaterra» y q «Londres está en Francia» y sea r «Si p entonces q» Siendo p y q falsos, 
entonces, por V,. p + q€s verdadero, esto es, r es verdadero. En consecuencia, el enunciado propuesto, =f, 
cs falso 


TABLAS DE VERDAD DE PROPOSICIONES 
4. Hallar ta tabla de verdad de cada proposición. 


() —p 2.2 (3) (Pad > (py q) 
(2) Ap > —q) (4) Ap a 9) (q «a p) 
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Solución: . 
(1) 


Wi todo 1 Meétode 2 


12) 


Menta + Metodo 2 


Vetodo Muitodo 2 


Se ye que (p A q) (py q) es una taultologla 


(4) 
m(p Aq)Y (q e p) 


Viteto 1 


a 


Wetido 2 


Por lo general. s; una proposición es muy complicada. con el segundo método se invierte menos Liempo 
y Espacio. 
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5, Hallar la tabla de verdad de cada proposición. 
01) (pp =q)v - 1p+ q) 2) [p=i-qgv ra [q v (p > —")] 
Solución: 
(1) 

(p EY 


V 
F 
V 
V 
2 


Puso 


(2) 


ple A A A A A A 
IS v |vy y] v AA A ES FARO 
y p voi iF v|F F|F|v y y Y V F 
y F Y F|v v VvVirjrj|sy A 
S F v | y FO |yv FIERA AN Nx 
F Ñ FI|Yv v V F F|v y A ES F |y 
FONS FO | yv vi|FP ElF| vivir | rivi]r 
FO OF Fly F|y a E [AS (> FS a 
FE F|yYy F|vy v V|E|FIF|P PV] FT 

Poo 1 4 1 Es 6 5 1 4 1 3 2 1 

NEGACION 


6. Verificar, por tablas de verdad, que la negación de p Aq.p v4q.p>qyp« qés lógicamente 
equivalente 2 =p Y q, PA “q. pA “qypo “go pq. respectivamente. Es decir, 
verificar que ; 

(1) <lpagq)= =p y q (Ley de De Morgan) (1) -pog=pa q 


(2) “ipvql= pa -q (Ley de De Morgan) (4) —(peoqg =p o -q2-poy 
Solución : 


(m1) 


(2) 


(3) 
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(4) 


T. Venticar: — “Pp 


8. Mediante los resultados de lo3 Problemas 6 y 7, simplificar las siguientes proposiciones. 


(D) — (py q) (3) — (pa —q) (5) — (—p e q) 
(2) —(=p> 0) (4) (pr q) (6) — (-p + —q) 
Solución; 


(D) (pr) 3 -DpA==g E -paq 

(2) —(-p>g) E =pa q 

(3) “(pa=q) E -pv q = -pvyq 

(4) [epa -q) E py =-q E pvq 
(5) -(-peqg) 2» --ptq =peog 

(0) “[-p=-=q) 2 -pa=”q E =paq 


9. Simplificar los siguientes enunciados, 
(1) No es verdad que las rosas son rojas implica que las violetas son azules. 
(2) No es verdad que hace frio y está lloviendo. 
(3) No es verdad que él es bajo o galán. 
(4) No es verdad que hace frío o que está lloviendo. 
(5) No es verdad que si está lloviendo entonces hace frio. 
(6) No es verdad que las rosas son rojas ssi las violetas son azules. 
Solución: 
(1) Sea p «Las rosas son rojas» y sea q «Las violetas son azules». El enunciado dado se puede denotar entonces 


por «(p — q). Por el Problema 6, —(p — q) =p » —q. Así que el enunciado es lógicamente equivalen- 
te a «Las rosas son rojas y las violetas no son azules». 


(2) Como =(p a q) = =p y —q este enunciado es lógicamente equivalente a «No hace frio o no está llo- 
viendo, 
(3) Puesto que -(p v q) = —p A —q, este enunciado es lógicamente equivalente a «El no es bajo y no galán». 


(4) Nótese que [=p vq)= =-pa-q=pA q. Asi que el enunciado, que se puede denotar por 
«(=p v q), donde p es «Hace frio» y q es «Está lloviendo», se puede escribir «Hace frío y no está Ho- 
viendo». 


(5) Como —(p >q)=p a —q, el enunciado se puede escribir «Está lloviendo y no hace frio», 


(6) Como (pq) = p — - q, este enunciado es lógicamente equivalente a «Las rosas son rojas ss1 las viole- 
tas no son azules». 
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EQUIVALENCIA LOGICA 

10. (1) Demostrar la ley asociativa: (p a q) A r=paA (qa r). 
(2) Demostrar la ley distributiva: p v (q A r]=(p v q) A (p v 1). 
Solución: — Construyendo una tabla de verdad para cada caso* 
(4) 


q r 
V v 
v F 
F V 
F F 
MM v 
v F 
F V 
F F 


A AAA 


da e<camm<c<la 
meme] <Mm<cj" 
mam <a <]> 
AS 


11. Demostrar que la operación de disyunción se puede expresar por las operaciones de conjunvion 
y negación, o sea quep vgq= [=p A -—g) 
Solución : 


12. Demostrar que la operación condicional es distributiva respecto de la operación de conjunción 
p > qarn-ip > qa (pr). 
Solución: 


pego rip +7) 


E <<< <ia 
<< yo<nm<am<l|s 
una <*axa<p> 
€ am” << 
€. «3 Ymm< 


p 
Y 
v 
Y 
v 
F 
F 
F 
F 
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13. Con las leyes del álgebra de conjuntos, simplificar: 
(D) (PvQr1-P, (2) PvP AQ) E) AP ,Q)+(-P AQ). 


Solución: 
(1D) PvQ):-P= —PaiPvQ) =z LPaPiv(P>Q)=.FvtPxQ=< -PaQ 
(2 PviP>Q) = (PPaT)jviPAQ) = PAHITTO/.Q)=PxT =P 


Y Py QQ) EPAQ= EPra-QvtP7»Q =P 7 (-QQ) =PaT . -—P 


IMPLICACION LOGICA 


14,  Decrr entre lo que sigue qué es verdadero o falso: (l1p >p 14. (Up =p y y 


Solución: . 
Consiruyanse las tablas de verdad de p => (p A q) y p - (po v q). 


Nótese gue p —> (p A q) no es una tautología: luego (1) es falsa. 
Nótese que p => lp v q) es una tautologia: lucgo (2) es verdadera. 


15, Demostrar que p A q amplica lógicamente p — q. 


Solución: 
Constrúyase la tabla de verdad de (p A q) > (p.*- q). 


paq) (pe q) 


xy. y << 
£€<€<€< 


Como (p A q)> tp +3) es una tuutología, p A q >p+*-q. 


16. Demostrar el Teorema 14-7: Si P(p, q, ...) > Q[p, 9... - .), entonces 
P(P,, Ps, 250) > Q(P,, Pa, A | 


Sotución : 
Obsérvese que Plp, q, ...)= QO(p. q,...)si, y solo si, 


Pio,a.-..) > Qlp q...) 
es una tautología. Por el principso de sustitución, 
P(Pi, Pa, ...) -» QUP., Pz, .«.) 


es tambien una tautología. Es decir, 
PP,P,..) > Q(P.P»..-) 


17. Demostrar: Sea P(p, q... .) una proposición; entonces p > p v Ptp,q... ) 


Solución 
Por el Problena 14, p => p v q. Por el Teorema 14-7. P(p, q. - - 


p > pvPlp.q,.-.) 


. ) puede sustituir a q. es decir, 
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18, Demostrar. Si Plp. 9. . - -) > Ol». q. - . .). entonces Q es verdadera siempre que P lo sea. 


Solución: 

Nótese que Plp. q. -.) > Olp.9.---)51. y solo su, Plp, q...-) > Q(o. q. . Des una (autología, eslo es, 
siempre es verdadera Por Va Pp + 90 ts falso $1 pp es verdadero y q, €s falso. por tanto. 1 Píp, q, pes 
verdadera, entonces Qíp. q. ... ) debe ser también verdadera 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. La conectiva proposicional v se llama disvunción exclusiva; p y q se lec «p o q pero no ambos» 


(1) Construir una tabla de verdad para p v q. 

(2) Demostrar pvq= ip vq)a =1p A q). Por tanto, v se puede escribir empleando las 
" tres CONECHIVAS primarias V. A y -. 

Solución : 

(o Notesc que p v q es verdadero sy p es verdadero o q es verdadero, pero no lo es sí ambos p y q son verda- 


deros. de ahí la tabla de verdad de p y q: 


(2) Ses lo siguente tabla de verdad 


Como las tablas de verdad de p y q y ip v q) a Ip A q) son idénucas. py q =([p 4 q) Aa “lp aq 


20. La conectiva | es la conjunción negativa; p | q se lee «Ni p ni q». 
(1) Construir una tabla de verdad para p) q. 
(2) Demostrar: Las tres conectivas v, A y -— se pueden expresar con la conectiva Í¿ como 
»pue: 
(a) =p = pl», (b)pra= (plmi(ala, () pva=(olgi(pJa). 
Solución: 


(1) Notose que p + q es verdadero 1 no es verdadero p m es verdadero q; as. pues, la tabla de verdad de 
p3qes usta 
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4. 


22. 


12) da) (b) 
P =p 
A F 
F A 


(0) 


Hay a lo mas cuatro proposiciones diferentes en una variable que no son equivalentes. Las tablas 
de verdad de tales proposiciones son como sigue: 


Hallar las tuatro proposiciones dichas. 
Solución: 
Notese que 


Luego PM) =p =p, Palprz p. P4p) E =p. Pp p A =p. 


Hallar el número de proposiciones diferentes no equivalentes de (1) dos variables p y q. (2) tres 

variables p, q y r. 13) n variables p,. Pz... .. Pp: 

Solución : 

(1) La tabla de verdad de una proposición P(p. q) contendrá 2? = 4 filas. En cada fila pueden aparecer Y o F, 
asi, pues, hay 2** = 2* = 16 diferentes proposiciones P(p. q) no equivalentes. 

(2) La tabla de verdad de una proposición P(p. q. rj contendrá 2? = 8 filas Como en cuda fila pueden apa- 
recer Y o F. habrá entonces 2?*' = 2* = 256 proposiciones diferentes no equivalentes P(p. q. r). 

(3) La tabla de verdad de una proposición Pip,.. .p,) tendrá 2" filas; por consiguiente. como se vio antes, 
habrá en este caso 2?” diferentes proposiciones no equivalentes P(p,.. pa) 


Denótese con Apg p A q y con Np —p. Escríbanse las siguientes proposiciones empleando 
ÁAyNenvezde A y -. 


(D) paa. (3) —p a (q a r) 
(2) (pag) (4) (pa-—D a (a a —r) 
Solución: 
(D paA-g = paNq = ApNg 
(2) «(pag = —(Npaq) = —(ANpq) = NANpq 
(32) -palurqgar) = Npa (Ng ar) = Np A (ANqr) = ANpANqr 
(0) —Apra=adrigra —r) = “(ApNg) » (ANGNr) — (NApNg) a (ANqGNT) = ANAPNGANqNr 


Nótese que no hay parémesis en la respuesta final cuando se usan A y N en vez de 4 y - Se demuestra 
que no son necesanos. Y, además, como toda conectiva es lógicamente equivalente a 4 y N, es decir, a A y -—, 
la notación anterior basta para cualquier desarrollo del álgebra de proposiciones. 
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Escribir las proposiciones siguientes ulilizando A y — en vez de 4 y N 
(1) Nápa (3) ApNg (5) AApqr (7) NAANpgr 
(2) ANpg (4) ApAqgr (6) ANpAqNr (8) ANADpAGPpAAN grp 
Solución: 
(2) ANpg = Alp = -prnq (4) Apáqr = Apgar) = prlaar) 


(5) AApqr = Alpaqlr = pagar a 
(6) ANpAqNr = ANpAgi=r) = ÁNp(ga 1) = Alpe a or) = -prtqaa -r) 
(7) NAANpgr = NAA(-pqgr = NAlpagr = Niepagar] = [pra a rl 
(8) ANApAqpAANqrp — ANAPAGPAA(-qbrp = ANApPAqpAl>a Arip — ANApágoli=g am 7 pl 
- ANAplea pllicarnrap] = ANI[p A (ar plllica a a pl 
= A-lartea pillar ria pl = [parta pla (era rn o] 


Problemas propuestos 


ENUNCIADOS 

25. Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz» Expresar por enunciados verbales los swpuientes enunciados sim- 
bolicos. 
(1) pva (3) a» (5) qe -p (1 --p 
(2) pra (4) pv -—q (6) —p q (8) pra -p 


26. 


29. 


Sea p «El es rico» y wa q «El es feliz». Escribir en forma simbólica los siguientes enunciados 
(1) El no es rico n feliz, 

(2) Ser pabre es ser infeliz. 

(3) Uno nunca es fehz $ es rico. 

(4) El es pobre pero feliz 

(5) El no puede ser rico y felz 

(6) Si él es imfeliz es pobre. 

(7) Si él no es pobre y fehz, entonces es rico. 
(8) Ser rico es lo mismo que ser felrz 

(9) El es pobre o bien es riwo e infeliz. 

(10) Si él mo es pobre, entonces es feliz 


Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Escmbir los siguientes enunciados condicionales en forma sim- 
bólica. 

(1) Si él es pobre, él es felz. 

(2) Ser pobre implica ser feliz. 

(3) Hay que ser pobre para ser feliz 

(4) Ser rico es suficiente para ser feliz. 

(5) Ser rico es necesario para ser feliz. 

(6) El es pobre solo s: es infelrz. 


Delerminar el valor de verdad de los siguientes enunciados: 
(1) Si $ < 3, entonces -3 < —5, 

(2) No es verdad que 24+2=463+5=6, 

(3) Es verdad quee 2+244y3+3=6 

(4) S: 3 < 5, entonces -3< —5 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados: » 
(1) No es verdad que si 2 + 2= 4 entonces 343=56 14+1=2. 
Q) S1 2 + 2-— 4, entonces no es verdad que 2+1=3y54+5=10. 
(3) No es verdad que 2 + 7=9 si, y solo si, 2 + 1 = 5 implica $ + 5= 8. 
(4) Si 2 +2 44, entonces no es verdad que 34+ 3 =7 ssi 1 +12. 
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Escríbase la negación de cada uno de los enunciados siguientes de la manera más simple posible. 
(1) El es alto pero galán 

(2) El no es rico nt feliz. 

(3) Si caen los precios de las acciones, aumenta el desempleo 

(4) Ni Marcos nt Enrique son ricos 

(5) El tiene cabello rubio u ojos azules. 

(6) El tiene cabello rubio s1, y solamente sl, tiene ojos azules 

(7) Ambos, Marcos y Enrique son inteligentes, 

(8) Si Marcos es rico, entonces, tanto Enrique como Aura son felices, 
(9) Marcos o Ennque es inteligente y Aura es bonita 


TABLAS DE VERDAD 


3. 


32, 


Hacer la tabla de verdad de cada una de las proposiciones sigutentes: 


(1) pA=q Dd provea. 
(2) (=p e q) (4) (PA q) + (=p v 9) 
Hacer tuna tabla, de verdad para cada proposición. 
(Y [pa (ap) a -[(p e q) > (q y -p)] (2) [p v (q -"] a (=p vr) e -q 


EQUIVALENCIA LOGICA E IMPLICACION LOGICA 


33. 


q. 


Demostrar: (1) p=-q = q>-p (8) (PpAQ>ar E (p=»)v (q>»”) 
(2) palqvr) 2 (arq (par) (0 (P=g>or] = [pa —r) > q) 


Establecer la verdad o falsedad de lo que sigue: 
(Doeng>p» (Bbpvo>p (a >p-q 
Demostrar (construyendo las tablas de verdad necesarias): 


(1) pS >*»qp SD) prlevr > lprgvr 
(2) -p > p>4 (€ 43 [prg ep) 
Demostrar. Para toda proposición Píp, q, ... pa PI, 4q...)=>p. 
Si Apg denola p a q Y Np, —p (véase Problema 23), escribw las proposiciones siguientes con 4 y N en 
vez de A Y -. 
(1) -—pag ' A) APA DA HA ADA +) 
(2) pa-IpA q) (6) [pa (pa =D] a (pa 9) 
(3) (pa) A lpa -q) (6) (pa = A —[(p aq) a (qa p)] 
Escribir las proposiciones que siguen con A y = en vez de A y Ñ. 
(1) NApNG (3) AApNrAqNp (5) ANAADAqgNrpÁgr 
(2) ANApgNp (4) ANANIANDNp (8) ANANpNAGNrApNAqNr 


Respuestas a los problemas propuestos 


12) — 2 (50) Apr, (9) -pvipa —q) 
(8) 2>-p, (4) pg, (6) -p-= -q 
(D) F, (2) F, (3) Ambigua. (4) Y 


(2) El es nico o fehz, (8) Marcos es rico, y Enrque Oo Aura son mfelces 
(2) VFFV, (4) VFVV 
() FVFF 


Sugerencia" Construar tablas de verdad. 

(1) Verdadero. (2) Falso. (3) Verdadero. 

(2) ApNApg, (4) ANAPGNANDNG, (6) AANS2NGNAApGANap 

(2) Apaga —p (8) [qa lora] ap, (8) -[=pa laa”) a [pa —(q a -”)] 


Capítulo 15 


Cuantificadores 


FUNCIONES LOGICAS Y CONJUNTOS DE VALIDEZ 


Sea A un conjunto dado, explicita o implicitamente. Una función lógica, o semplemente un cnun- 
ciado formal sobre A es una expresión que se denota por 


pix) 


que tiene la propiedad de que pla) es verdadera o falsa para todo «a € A. En otras palabras, pt1) es tna 
función lógica sobre 4 si p(x) se convierte en un enunciado al sustituir la variable y por un ele- 
mento ag Á. 


Ejemplo (-l: Sea pixp<x + 2 > 7». Asi, pues, pla) es una funcion logica sobre Y, el conjunto de ¿us nume- 
ros naturales, 


Ejemplo 1-2: Sea pix) «v + 2 > 7» Entonces plx) no es una función logica sobre €, el conjunto de los nu- 
meros complejos, pues las desigualdades no se definen para todos los numeros complejos 


Si p(x) es una función lógica sobre un conjunto 4. entonces el conjunto de elementos « £ A que 
tienen la propiedad de que pía) es verdadero, se llama conjunto de validez Y, de p(x) En otras palabras, 


VU, = [x]xe A, pix) es verdadero; 
o, simplemente, 
Y, =1x] pb 


Ejemplo 1-3: Considerese la función lógica «x + 2 > 7» definida sobre N. el conjunto de los numeros n4- 
turales. Entonces 


le | zeN, 2+2>7) = (6,7,8,...) 


es el conjunto de valide; 
Ejemplo 1-4: Seca píx) «x + 5 < 3» Entonces el conjunta de validez de px) sobre A es 
la | reN, :+5<98 = Y 


el conjunto vacio 
Ejemplo 1-5: Sea pix) «x + 5 > l». El conjunto de validez de p(x) sobre N es 


tel|z+65>1 = N 
Es de notar. por los ejemplos anteriores, que si píx) es una función lógica definida sobre un con- 
junto 4, entonces píx) puede ser verdad para todos los x e A, para algunos xe A o para ningún 1 € 4. 
CUANTIFICADOR UNIVERSAL 


Sea pix) una función lógica sobre un conjunto. A. Entonces 


(VWre 4) ptr) o Y, pix) o Vx, pix) (A) 
es un enunciado que dice «Para todo elemento x de 4. pix) es un enunciado verdadero», o, simplemen- 
te, «Para todo y. p(v)». El simbolo v 


que se lee «para todo» se llama cuantificador universal. Nótese que (1) es equivalente a la aserción con- 
juntista de que el conjunto de valdez de p(x) es todo el conjunto A. esto es. 


V, = [v]xe A. p(x)) = A (2) 
Ejemplo 2-1: Sea M el conjunto de los hombres. Entonces «Vodo hambre es mortal», se puede escribir 


(Vve Mix es montal) 
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Nótese que pla). por sí solo. es un enunciado formal y. por consiguiente. no tiene «un valor de ver. 
dad. Pero ptx) con el cuamtificador Y precediéndole. es decir. Yi p(1), es un enunciado y bene un valor 
de verdad A la vista de la equivalencia de los enunciados 121 y 12), queda establecido que 


Qi: Sijrjiz dt pal! A. entonces Va pr) es verdadero: si falar do pal + 4 entonces 
Yi ptr) es falso. 


Ejemplo 2-2; La proposición (Vie Vir + 4 > 3) donde Y es el conjunto de tos námeros naturales es ver- 
dadera porque 
ln | 144>3) = (1,2,3, o = NN 


Ejemplo 2-3: La proposición Ynia + 2 >K) es falsa. pues 
in | 1+2>8) = (,8,9,...) + N 


Ejemplo 2-4: El simbolo Y se puede emplear pura delinic la imtersecuión de una familia ue conjuntos (4, 
L(0m0o »=gue 


Med: — fx |] Vieñh xraAj) 


CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 
Sea pix) una función lógica sobre un conjunto 4. Entonces 


(12: A) p(x) o 3, p(x) o dIxp(z) (2) 


es una proposición que se lee «Existe un 1 £ 4 tal que p(1) es un enunciado verdadero» o, simplemente. 

«Para algún x. piv)». El simbolo 
. 

E 


que se lee «existe» o «para algún» o «para al menos un» se llama cuantificador existencial, Nótese que 
(1) es equivalente a la afirmación conjuntista de que el conjunto de validez de pla) no es vacio, es 
decir, 


Va= [lx A AND 
Por tanto, 


Q.: Si'x pa * Q. entonces ly plr)es cortadores siiv [pd — (GH. entonces 31 pla) es falso. 
Ejemplo +1: El enunciado (Ine Nn4+4<7) 
es verdadero porque ln |] n+4<7D) = (112) * Q 
Ejemplo 3-2: La proposición Jn(n + 6 < 4) es falsa porque infra +6<4] - Y 
Ejemplo 3-3: El simbolo 3 puede usarse para definir la unión de una famiisa de conjuntos (4, ,,, como sigue” 


Vier Á; = le | diel, TEA) 


Observación 15-1: El símbolo > se usa frecuentemente en vez de las palabras «tal que» en muchos 
enunciados en que aparece el cuantificador existencial 3. Por ejemplo. el enun- 
ciado «Existe un aúmero natural » tal que 50 < n? < 100» se escribe entonces 


ineN > 50< 1*< 100 


NEGACION DE PROPOSICIONES QUE CONTIENEN CUANTIFICADORES 


La negación de la proposición «Todo hombre es mortal» es «No es verdad que todo hombre es 
mortal»; es decir, existe al menos un hombre que no es mortal. Simbólicamente entonces, s: M denota 
el conjunto de los hombres, entonces las sobredichas proposiciones se pueden escribir 


= (Vx e M)bx es mortal) = (dx e MMKx no es mortal) 
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Megor aún, si p(x) significa «xx es mortal», se puede escribir 
-(VeeM)p(x) = (Ixe M) —píz) o Y p(x) = 1:-p(x) 
Cosa que, en general, es verdadera. Asi, pues, 
Teorema (De Morgan) 15-11: + (Vxz 4) pix) = (y e A)- ptr). 
Hay un teorema análogo para la negación de una proposición que contiene el cuantificador exis- 
tencial. , 


Teorema (De Morgan) 15-2: -(lve A)pix)= (Vxe A)-p(x). 
O sea que el enunciado 


«No es verdad que, para todo « £ A, pla) es verdadero» 
es equivalente al enuncuido 
«Existe un « £ Á tal que pía) es falso» 
De igual modo, el enunciado 
«No es verdad que existe un 4 € Á tal que pía) es verdadero» 
es equivalente al enunciado 
«Para todo u £ A, pla) es falso» 


Ejemplo 4-1: Lu negación de la proposición «Para todo número natural 1, n + 2 > K es equivalente a la pro- 
posición «Existe un » tal que 1 + 2 + 8», Es decir, que 
-(Vec Nhia + 2:> 8) = (Ine Nina + 2 < 8) 


Ejemplo 42: La negación del enuncuido «Existe un planeta habitable» es el enuñiciado «Todos los planetas 
son anhabitables». En otrás pulabras. sí P es el conjunto de los planetas, entonces 


-(J1e Pis es habuable) = (Ya e Pla no es habituble! 


Observación 15-2: Aqui el significado de =p v) es obvio, pues es la función lógica que se obtiene es- 
eribiendo «No es verdad que...» antes de p(x). Nótese que el conjunto de va- 
hdez de pla) es el complemento del conjunto de validez de pix). porque 


si pa) es verdadero, entonces pta) es falso 


y vicerersi. Si antes = era una operación de enunciados. ahora es una operación 
de funciones lógicas. 

Teniendo en cuenta además que p(x) A y(x)selee «plx) y q v)» y que plx) v qlv) 
se lee «pla) o qlr)», se puede demostrar que las mismas leyes de las proposiciones 
valen para las funciones lógicas, por ejemplo —(p(v) a q(1) = —plx) v —qíx). 


CONTRAEJEMPLO 


Por el Teorema 1S-E. =Vv, ply) = dr = pix). Por tanto, para demostrar que un enunciado Vx. pix) 
es falso, da lo mismo demostrar que Jx-p(1) es verdadero. esto es, que existe un elemento xy tal que 
Pap) us falso, Un elemento y, semejante se dice un contraejemplo del enunciado Va, ply). 


Ejemplo £-1: Sea el enunciado Vi. | 1] + 0 El enunerado es falso porque el número 0 es un contracjemplo, 
es decir, JO] = 9 no es verdadero 


Ejemplo $-2: Seu el enunciado Ya, 1% > 1 Este enuncrado no es verdadero. ya que, por ejemplo, 7 es un con- 
traejemplo. es decir, (117 $ 4 A 
NOTACION 
Sea A - 32.4,5! y sea plx) «sr es un número primo». Entonces la proposición 


«Dos es un número primo y 1res es un número primo y cinco es un número primo» (1) 


CAP 15] CUANTIFICADORES 211 


se puede denotar por 
p(2)AD(3)AP(5) = A, Pla) 
Análogamente, la proposición 
«Dos es un número primo o tres es un número primo o cinco es un número primo» (2) 
se puede denotar por 


p(2)vp(3)vp(5) = y,,, pla) 


Pero (1) es equivalente al enunciado 
«Todo número de Á es primo» (3) 
y (2) es equivalente al enunciado 
«Al menos un número de Á es primo» 


ñ aca PQ) Ll Y a. a Pla) 


De otra manera. 
v ara P(Q) FA PlO) 


asi que Jos símbolos a y v se usan a veces en vez de Y y 3. 


Observación 15-3: Si A fuera un conjunto infinito, un enunciado de la forma (/) no sería factible 
porque nunca terminaria: pero en cambio siempre se puede hacer un enunciado 
de la forma (3) aun cuando A es infinlo. 


FUNCIONES LOGICAS QUE CONTIENEN MAS DE UMA VARIABLE 


Dados los conjuntos Aj. Az... An Se llama función lógica (de a variables) sobre A x 4, x 
x A, una exprestón denotada por 
PlX ió. <<: Xp) 
tul que pla;. dan) es verdadera o falsa para lodo n-tuple ordenado (a, O) 4 (A, x dy X 
Xx A»). 
Ejemplo 6-1: Kea M el conjunto de hombres y W el de mujeres, Entonces «x está casado con )» es una fun- 
aón lógica sobre Mx W 
Ejemplo 6-2: Sva A el conjunto de los numeros naturales lntonees «1 + 25 + 32 ln es una lunción 
¿Ógica sobre N x Nx N 
Principio fundamental: Lona función lógica precedida de cuantticadores para cada varrable, por 


ejemplo, : 
Vldyple.y) v 1212 Vyplx,y,z) 


es un enunciado y tiene un valor de verdad. 
Ejemplo 6-3: Sea M = (Enrique, Marcos, Publo,, sea W = "Carmen, Aura] y ses pix, 1) «s es er hermino 
de vv» Entonces 
Wee Midye Y ne, y] = VreeMIyeW plz.) 
significa «Para todo y de M existe un y de 4” tal que y es el hermano de y» En otras palabras, 
todu elemento de MW es el hermano o bien de Carmen, o bien de Aura 
Ejemplo 6-4: Sesn M. W y pix. y) comu en el Ejemplo 6-3 Entonces 


ye W V.eM pix, y) 
afirma que al menos una de las mujeres de 4 es la hermana de todos los hombres de Af Asi, pues, 
un orden diferente de los cuastilicadores da lugar a una proposición diferente 


La negación de una proposición que contiene cuantificadores puede averigudrsc como sigue 
-Veldiyo(a,y)] = 12 -(Jyo( 0] + 33 Vy-p(x,y) 
Ejemplo 6-5: Sean M. W y p(x, y) como en el Ejemplo 6-4, Entonces 
-YzeMliyeW pom = JueMYyeW plz y) 


En otras palabras, el enunciado «Es falso que lodo hombre es el hermano de ul menos una mu- 
jr» es equivalente a «Al menos uno de los hombres no es el hermano de ninguna mujer» 
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Problemas resueltos 


Si p(x) denota el enunciado «xy + 2 > 5», establecer si p(x) es o no una función lógica sobre cada 
una de los siguientes conjuntos: (1) Y, el conjunto de los números naturales. (2) M (+ 1. 2, 
-3,-..1, (2) C. el conjunto de los números complejos. 
Solución : 

(105 (2 Aunque pri) es falso para todo clementode M4, px) es de tados modos una funcion lógica sobre 
M (Nou Notese que 2% + 2 > 5 no tiene ningun sentido Es decir. entre numeros complejos no está debnida 
la despualdad 
Determinar el valor de verdad de cada uno d= los siguientes enunciados (Aqui el conjunto un)ver- 
sal es el de tos números reales.) 

(1) Vz, lx] =x (3)Vx,x+l>3 (5) 3 x, [rl =0 
Dir, *=x (431,2+2=zx 
Solución : 
(1) Falso  Nutese que s1.xp = —3. entonces ixa] + xa 
(2) Verdadero. Porque si Xp = l. entonces 1 = Yo 
(3) Verdadero. Porque lodo numero real es solución de x+l|>x 
14) Falso No existe solución para x + 2= x<, 
15) Verdadero Porque 51 yy = 0, entonces [xp] = 0 
Negar los enunciados del Problema 2 
Solución : 
(DD Vo lej=2 uu Je (e =3) = ld, [2 * x 
(2) dee =z m Verne =x) = Ver rx 
(Y) Y, 2+1>x% = lu -(at+tl>x% =JI2%+18x 
(4) «Jj +=: m Va -(2+2=x) =Vx,r+20%>2 
(65) 13,1: =0 uu Ve -(lx:=0) e Yx, [x, » 0 
Dado 4 — 1,2, 3,4, 5,;. hallar el valor de verdad de los siguientes enunciados 
(1) (AzrcA)x +3 = 10) " (8) (Ire ANx +3 < 5) 
(2) (Vxe ANMx +3 < 10) (4) (Ue ANr+3<?7) 

Solución : 
(1) Falso. Ningún número de A es solucion de xr +3 = 10 
(21 Verdadero. Todo numero de A salisface a x + 3< 10 
(3) Verdadero. Pues $) xa = 1, entonces Yp + 4 <65, o sea que | es una solucion 
141 "Falso Porque s. 1, = 5, entonces 1, - 14 7 En otras palabras, 5 no es solución de la condicion dada 
Negar los enunciados del Problema 4 
Solución : 
(lee Ax +3 = 10) (Vzc A) -(x+3 = 10) (Vxc AN + 3 ye 10) 
“Vir AM +38<10) = (12cA) -(1+3<10) = (JzeAXx+3 >= 10) 
“(jc ÁAlN+8< 5) (Vx A) -(2+3<b5) = (VUreANx+3> 5) 
(VecAlMz+t2E TT = (Ie A)-(21337) = (Je ÁAMz+3>7) 
Negar los enunciados: (1) Vx pix) a dr g(v), (2) Ix pix) y Vy q(x). 


Solución : 
13) Notese que —(p A q) E -—pY q untones 

(Va pliz) a Jyaly) = —Vipte) v —Ivay) = d2-px) v Yy —qíe) 
12) Motese que —(p V q) = -pA q; entonces 


—(dxpla) Y Vea) = —Izpla) a —Vedl) = Vza-plm) a dy —ely 
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7. Negar los siguientes enunciados. 


(1) Si hay un motín, alguien es muerto. 
(2) Es de día y todo el mundo se ha levantado. 


Solución: 


(1) Nótese que -(p >4)=p A q. Por tanto: 
«Es falso que es de día y todo el mundo está levantado» 
= «No es de día o es falso que todo el mundo está levantado» 
= «Hay un motín y todos están vivos» 


(2) Nótese que —(p a q)= =p v —g. Por lanto: 
«Es falso que es de dia y todo mundo está levantado» 
= «No es de día o es falso que todo mundo esiá levantado» 
= «Es de noche o alguien no está levantado» 


8. Hallar un contraejemplo para cada uno de los enunciados siguientes. Aquí B = (2,3, ...,8,9]. 
(1) VreB, :+6<12 (3) VreB, x*>1 
(2) Vxre B, x es primo z (4) VxeB, z es par 
Solución: 


(O Sixo = 7,8 69, entonces xy + 5 < 12 no es verdadero: y cualquiera de los ?, 8 ó 9 es un contraejemplo. 
(2) Como 4 no es primo, 4 es un contraejemplo. 

(3) El enunciado es verdadero; así que no hay contraejemplo 

(4) Siendo 3 impar, 3 es un contraejemplo. 


9. Sea [l, 2. 3) el conjunto universal. Averiguar el valor de verdad de los enunciados si- 


guientes. 
(31 vy*<y+1 (4) lx Vy dz, 1? 4 y? < 22? 
(2) UV rdy, + y? < 12 (5) Ir ly Vz, 24 y? < 22? 
(3) VxV y, 244 < 12 
Solución : 


to Verdadero Porque si x = |, entonces | < y + 1 tiene como soluciones los numeros 1, 2 y 4 

¿21 Verdadero Pues para cada xp. ta y = 1; entonces xá + 1< 12 es un enunciado verdadero. 

o Falso Porque sí Yo = 2 € Yp = 3, entonces xj + vi < 12 que no es enunciado” verdadero 

14, Verdudero  Puesss Xp = 5 y zp = 3, entonces el conjunto de validez de 13 + +5 275 estows. ls e RR 
es el conjunto universal [I, 2, 3]. 

5) Falso. Pues si zp = 1, entonces xl + y? < 2x3 carece de solución 


Sud A . 9, 10]. Considerando los siguientes enunciados formales decir del que es 


enunciada, sí es verdadero o falso; y para el que sea una funcion lógica determinar el conjunto 
de vabdez 


(1) (Vre ANIYeA) > (2+y< 14) (3) (Vc AKVy e ANz + y < 14) 
(2) (Vye Alz + y < 14) (4) (Iye 4A)x + y < 14) 


Solución: 

(hi El enunciado formal en dos variables está precedido .). dos cuantificadores, es. pues un enunciado, que, 
además, es verdadero 

(y El enunciado formal está precedido por un cuantiticador. au que es una funcion logica de la otra variable 
Notese que para todo y£ 4. xp + y < lAs, y solamente sí. 1, — 1.267 Asi que el conjunto de validez 
Ela 

13) Es un enunciado y es falso Porque si xy =8B € Y, 9. entornos xy + 12 < 14 no cs verdadero 

14) Es un enunciado formal en x. El conjunto de validez es 4 mismo. 
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11. 


12. 


13, 


14, 


15. 


16. 


1”. 


19. 


Negar los siguientes enunciados. 


(1) 32 Vy, plz. y) (4) Vx Ay (plz) v a(y)) 
(2) Y xVy, plz, y) (5) 12 Vy (p(z, y) > a(z, 1) 
(3) 3y dx Vz, plz, y, z) (6) 1y dx (p(x) a —a(w)) 
Solución: : 
(D (dz Vy, pie, y) = Vziy-p(r,w) 
(2) —(VzVy pie) = Irdy-pz.w) 
(8) (ly dz Vez, piz,y 2) = VyVzx3dz-píx, wz) 
(4) —[(Vzx Iv (pto) v alud] = I2Vv lola) v al) = 32 Vy (-piz) a —q(w)) 


(6) —[32 Y y (play) ale, = VWrdy pr) ar.) = Vadylípix.w) a —qlz. y) 


(0) (Iv dz (pla) rad) = VyVz (plz) a alud) = WVy Vx (-píz) v aw) 
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Dado el enunciado siguiente, que es la definición de que la sucesión ay, 2, tiene por tímite 


cero. 
YVe>0 in Vn (n>m > jan| <.) 
Negar dicho enunciado, 


Sotución : 
“[11>01 70 Yn (r>m > la, | < e)) 


Problemas propuestos 


Je>0Y nm 3ja -(n>m —> jan] < e) 
1:>0 Y 0% dr ln) MA (dni < 1)) 
J>0 Um Tn (n> mm A lan =0) 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados. (Aqui el conjunto universal es el de los núme- 


ros reales.) 
(1D) Vo e =z (4) Vx, :-3<xw 
(2) le, 2x=x (5) 1x2, *—2:+5=0 
(3) dx, *+32-2=0 (6) Y zx, Le +32 = 52 


Negar Jos enunciados del Problema 13 


Sea (1. 2. 3. 4) el congunto universal. Determnar el valor de verdad de cada enunciado 


(DD) Ve, :+2<6 (1) Ve, -10<38 
(2) de, :+3<8 (4) de, 20442 =16 


Negar los enunciados del Problema 15. 


Negar los enunciados: (1) Vx p(z) a dz qlx), (2D ny > Ve-qz), (3) dx —píz) v Vx qlz). 


Negar los siguientes enunciados. 


(1) Si el maestro está ausente, algunos estudiantes po lerminan su tarea: 
(2) Todos los estudiantes terminaron su tarea y el maestro está presente 
(3) Algunos estudiantes no terminaron su tarea o el maestro está ausente 


Dar un contraejemplo para cada enunciado falso. Aqui es (3, 5, 7, 9) el conjunto universal 


() Vez, :43=7" (3) Vx, x es primo 
(2) V e, es impar (4) Vz, jo] == 
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20. Negar los enunciados del Problema 19. 

21. Sea 11, 2, 3! el conjunto unwersal. Determinar el valor de verdad de cada enunciado 
01) Y xVYp 7 +2y<10 (3) Vxdy, *+2y< 10 
(2) lx Vy, 24 2y< 10 (1) Ix1dy, xr +2y< 10 

22. Negar los enunciados del Problema 21. 

23. Megar los siguientes enunciados: 
11) Vriy Vz plz, y, 2) (3) Ved y (p(e.y) > atun) 
(2) 1x Vy (ptx) v —aty)) (1) 12 Ty (pda ay) 

24. Sea ¡1,2, 3. 4. 5; el conjunto umversal. Hallar el conjunto de validez de lus siguientes tuncones logicas 
(1) I2,204y<7 (3) Vx, 22 +ty<10 
(D Iiy,2x+y<7 (4) Y y, 224 y< 10 

Respuestas a los problemas propuestos 

13. (23 V, (5 E 

M (D) drerrxz (4) Jl x—-3=zx )Vzx xv 2450 

15. (DF, (38,V 

JO. (Y Vx,x+3>=6 (3) dx, z*—-10>8 

IT. (2) Tupi)» drgla) (8) Venía) a dz -—qí2) 

18. (1) El macstro está ausente y todos los estudiantes termmnaron sus tareas. 

(2) Algunos estudiantes ne terminaron su tarea o el maestro está ausente. 
(3) Todos los estudiantes terminaron su tarea y cl maestro está presente. 
19. (3, (339 
20. (1) lx, 2+3<7 (3) dz, no e prmo 


21. 


23 


24, 


2) de, par 
(DY, (3) F 
(2) Vx dy (—píx) 


( (1,2,3,4), 


(4) dz, je * z 


A qu) 


(3 (1,2, 


(333 x Vy (plx,y) a —alu)) 


(Dd P, 


(4 1,2) 


Capítulo 16 


Algebra 'booliana 


DEFINICION 


- Se ha visto que los conjuntos y las proposiciones poscen propiedades amalogas, vs decir. que vum- 
plen leyes idénticas. Son estas leyes las que se emplean para definir una estricitro matematica abstracla 
llamada álgebra boolrana. por el nombre del matemático George Boole (181 <-1804), 


Definición 16-1: lin álgebra booliana es un conjunto B de elementos « /, dotado de dos ope- 
raciones binanas Hamadas suma y producto. que se dea Man respectivamente pol 
+ y + tal que: 


Bo. Ley de clausura: Pura cualesquiera a, be B. da suma o + hoy el producto 
a » h existen y son elementos únicos de B. 


B,. Ley conmutativa: 

(la) a+b= b+a (10) a*xb = b«a 
B,. Ley asociativa: 

(20) (a+b)+e = a + (b+e) (2b) (a=bjec=ar(bac)- 
B,. Ley distributiva: 

(Ba) a+(b»c)=(a+b)e(a+c) (30) a+ (b+c) = (a « b) + (a « e) 


B.. Elementos neutros: Existen un neutro aditivo 0 y un neutro maltiplicativo 
U tales que, pura todo uz B, 


(da) 4+0= a (4b) a. U = a 

B,. Complemento: Para iudo «€ B existe un «E B llamado complemento de a 
tal que 
(5a) a+ ar = U . (6b) arar =0 


Observación 16-1: Nótese que, por definición, una operación binaria cumple la ley de clausura no 
era. pues, necesario establecer explicitamente el axioma B, 


Ejemplo 1-1: Sea B  |1, 0) y sean las dos operaciones + y « defimdas como sigue 


+ 1 0 * 1 0 
1 1 1 pl 1 0 
0 1 0 0 0 


Entonces 3, a más precisamente, la terna 18, +. «] es un álgebra bovtiuna 


Ejemplo 1-2: Sea Y una famila de conjuntos cerrada respecto de las operaciones de union mteryección y 
complemento. Entonces (2, 1). Py es un algebra boohiana. Notese que el conjunto universal 
es aqui el elemento unxlud y yue el conjunto vacio (J es el elemento cero 


Ejemplo 1-3: Sex 4 el conjunto de las proposiciones generadas por las variables p y Tntonces (2  ,A) 
és un álgebrá boochana 
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Observación 16-2: Como conjuntos y proposiciones son ejemplos clásicos de álgebras boohanas. 
muchos textos denotan las operaciones de un álgebra booltana por v y an 0 
POS A 


Dt ALIDAD EN LN ALGEBRA BOOLIANA 


Por definicion, el dual de un enunciado en un álgebra hooliana (B, + +*)es el enunciado que re- 
sulta intercambiando + y « y los elementos neutros [' y 0 en el enunciado original. por ejemplo. el 
dual de 


(U+aj*(b+0) = b 
(Ora)+(b:+U)=b * 


os 


Notese que el dual de cada axioma de un algebra boolrana es también un axjoma As pues. es valido 
el principio de dualidad: 


Teorema (principio de dualidad): El dual de un teorema en un álgebra boolima es tammién un 
teorema 


O sea que. 1 un enunciado es una consecuencia de los axtomás de un algebra bool.ária, entonces 
el du, es tambien una consecuencia de aquellos axiomas, porque el enunciado dual se puede demos- 
trar mediante el dual, en cada paso, de la demostración del enunciado primitivo 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 


Si bien los eco axromás B,-B, no abarcan todas las propiedades de los conjuntos y de las pro- 
posiciónes emeneradas en las páginas 104 y 195, las otras propiedades son una consecuencia directa 
de los axiomas B,-Bs. 4 suber, 


Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): (Dar+u=a0 (WDara=a 

Teorema 16-1-2: (a+ U=U (Ml ar0=0 

Teorema 16-1-3 (ley de involución): (4) = « 

Teorema 16-14: (1) U =0 (11) 0 = U 

Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan): (1) (4-5 =4 "$" UN (arh=a + h 


ORDEN EN UN ALGEBRA BOOLIANA 
Constdérese el teorema siguiente: 
leorema 16-2: Sea a. he B un álgebra boofíana. Entonces las siguientes condiciones son equivi- 
lentes: 
(1) a+b'=0, (2) a+b=b, (8) a +b=U, (4 ar*b=a 
Vease el Problema 9 para la demostración. 
En vista del teorema anterior, 92 introduce la definición que sigue: 
Definición 16-2: Sea «, he B un álgebra booliana. Se dice entonces que a es anterio a h. denotado 
a Sh 
sí es válida una de las promedades del Teorema 16-2 


Ejemplo 2-1; Considerando un álgebra boolia4na de conjuntos 1 Y, UU, 1). 
entonces A es anterior a Y sigmnfica que A CB Es decir, 
el Teorema 16-2 afirma que $1 4 es un subconjunto de B. 


como se ilustra en el driegrama de Venn adjunto, entances B 
se verifica que: 
1) Ane =p (B) ALB=U 4 son sob mputo de $ 


(2) AuB = E (4 ANB=AÁ 
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Ejemplo 2-2: Considérese un álgebra booliana de proposiciones (4. v. 21 Entonces p es anterior a q 98 
mtica que p unplica lógicamente y q. es decir. que p =>q. 


Teorera 16-3: La relación definida en un ¿lgebra booliana por « < h es una relación de erden par- 
cal en B. es decir. 


(1) e <a para todo ae B (Ley reflexiva) 
2) a <h y h<a implican a = h (Ley antisimétrica] 
(1d) aShyhS<e implican a <e (Ley transiliva) 
S1 no se dice otra cosa, se supone que un álgebra booliana está ordenada parcialmente por la an- 
terior definición. : 
La relación entre las propiedades del orden parcial en un álgebra booliana B y las operaciones de 
B se dan en el siguiente teorema. 


Teorema 164: Sea a. be B un álgebra boohana. Entonces 
fi) a+ h= sup la, hb) (i) a*h= inf la, $! 


Observación 16-3: Un conjunto parcialmente ordenado A taj que para cualesquiera elementos «, 
be A existen inf la, 6! y sup la. Al. se llama retículo. Asi. pues, un álgebra boolia- 
na es un lipo especial de retículo. 


DISEÑOS DE CIRCUITOS CONMUTADORES 


Sean A, B sendos interruptores eléctricos y sean A y A” interruptores tales que cuando el uno está 
abierto el otro está.cerrado, y viceversa. Dos interruptores, A y B, por ejemplo, se pueden conectar por 
un alambre en serie o en paralelo, como se muestra en seguida: 


(4) 


Conevión en sere, Aa B Conexión en paralolo, 4 v 8 


Sean AAB y AvB: 


la indicación de que 4 y B están en serie y de que A y B están en paralelo. respectivamente. 
Un circuito conmutador booliano es un dispositivo de alambres e interruptores que se puede 
construir mediante combinaciones en serie y en paralelo; por tanto, se le puede describir con las co- 


) 
e 


(1): An (Bv A?) (2 (AAB)v [(A'v Cha BE] 


Ejemplo 31: 


El carcuito (1) se puede describir por A A (B v A') y el circuito (2) por (4 a B1v [(A v C)a 8B] 


Indíquese ahora por 1y0 


respectivamente, que un interruptor o circuito está cerrado o abierto. Las dos tablas siguientes des- 
criben el funcionamiento de un circuito en serie A A B y de uno en paralelo 4 v B. 
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La tabla siguiente muestra la relación entre un interruptor A y un interruptor A”. 
A A 
1 0 
0 1 
Nótese que las tres tablas anteriores son idénticas a las tablas de conjunción. disyunción y nega- 
ción de enunciados (y proposiciones). La única diferencia es que aqui se emplea 1 y 0 en lugar de Y 
y F Asi, pues, 
Teorema 16-5: El álgebra de un circuito conmutador boolíano es un álgebra booliana 
Para averiguar el funcionamiento de un circuito conmutador booliano se construye una tabla se- 


mejante a las tablas de verdad para las proposiciones. 


Ejemplo 3-2: Sea el circuito (1) del Ejemplo 3-1. ¿Cámo funciona el curcuito, es decir, cuándo está el excur- 
Lo cerrado jo sea. cuándo pasará la corriente) y cuándo está abierto” Se construye una tabla de 
«verdad» para A A (Bv AY asi: 


La cornente pasará, pues, solamente si están cerrados A y B. 


Ejemplo 3-3: El funcionarmento del circuito (2) del Ejemplo 4-1 se indica en la siguiente 1abla de verdad para 
Ma Bl Ji v Ola Bl: 


Cc C) 
taa 1 ojifaifaja 
1|1ijofafojo o|ojfojo]a 
MONET EA E o|1[f1ijojo 
1jofolfafaja ojo|o[|olo 
efififojojo yaa al 
o|ijofojojo 1fifojala 
o[fof1ifojoja 1f1ififojo 
o|o|ofoJfo]|a 1[1fo[ojo 

1.213 TESTS E 


Observación 164: Toda combinación de interruptores mediante las conectivas A y v, tal como 
(Aa B') v [(4* v C) A B], se llamará también polinomio booliano. 
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Problemas resueltos 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 


1. 


2. 


Demostrer el Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): () a + a = a. (iijara - a 
Solución: 
(31) Praposición Karim 

(D) a - a. U 10 8B,. (dentidad 

(2) = * (a + a) 12110 B,. Complemento 

(3) = (4 » a) + (a «a') (1 B,. Léy disuributiva 

(4) = lara) +0 14) B,. Complemento 

(5) = ave (5) B,. Identidad 


(Y) Verdadero por el prinerpio de dusbidad 


Demostrar el Teorema 16-1-2: (1) a + 
Sotución : 
(0 Proposición 

(1) U-=u+0a 

(2) a+ U —= a+ (a+a) 

(3) = la+a)+0u' 

(4) =a+0a 

(6) = U 


(14) Verdadero por el principio de dualidad 


115 
12) 
1) 
14) 
(5) 


U =U, (li)a+0 =0, 


Razón 
B.. Complemento 
Sustitución 
B,. Ley asociativa 
Teorema 16-1-1, ley de idempatencia 
B,. Complemento 


[CAP 16 


Demostrar el Teorema 16-1-3 (ley de involución): (a'Y = a:estoes.si (aja + «a = U,(bla«a' =0, 


mn) 
12) 
13) 
(4) 
(5) 
(6) 
7) 
(8) 
19) 
(10) 


Razón 


B,. Identidad 
Hipótesis (e) 

B,. Ley distributiva 
Hipotesis (4) 
Hipótesas (e) 

B,. Ley conmulativa 
5,, Ley distributiwa 
B,. Ley conmutativa 
Hipótesis 16) 

B,. Identidad 


la + a" =Uy (da ra" =0.es a = a". 
Solución : 
Proposición 

(dd) a = a+0 

(2) = a+ (0 + a”) 

(3) = (a + a') » (a + a”) 

(4  =Us(a+a”) 

(6) = (a' + a”) * (a + ua”) 

(6) = la” +04) + (a + a) 

(7) = 6” + (a * 8) 

(8) = e” + (a»a) 

(2% =0a"+0 

(10)  =a” 


Demostrar la unicidad de los elementos neutros, esto es, que 
la) Si 0, y 0D, son elementos neutros aditivos, entonces 0, = 0,. 
(bj) Si 17, e 7, son elementos neuiros multipiicativos, entonces [| — Í,. 


Solución: 

(a) Proposición 
(1) 0 = 0+0 
(2) = 0>+0, 
(3) = 0 


(b) Principio de dualidad 


0 


Ka dc 
Hipótesis (0, es un neutro aditivo] 


(2) 3,. Ley conmutativa 


(3) 


Hipótesis (0, es un neutro aditivo) 
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5. Demostrar el Teorerna 16-1-4: Los elementos neutros son complementos el uno del otro. esto es, 


(Y 0'=0 y (ii) 0=0. 
Solución : 
1) Proposición 

(1) y = UsU 

(2) = Us y 

(8) =0 


(14) Principio de dualidad 


6. Demostrar el Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan) 


(i) (a+ by =0'8Db, 
(14) (a » by = a +0b, 


Solución: 
(í) 


(1) (a + D) » (a' » »”) 


(2) 
(3) 
(4) 
45) 
(6) 
mm 
(8) 


(9) (a +) + (a' » b') 
Principio de dualidad 


(1) 


Proposición 


esto es, 
Esto Cs, 


(a+b)+(areb)=0 
(a «bj. (ar +b)=0 


(a" » $” e (a + D) 

((a* + Y) e a) + ((a' e Y) » bd) 
((b” » a') e a) + (a « b') e b) 
(b” + (a! + a)) + (a' « (b' « b)) 
(b" « (a e a) + (a » (b e b”)) 
(b' » 0) + (a' a 0) 

0+0 


Razón 


(1) B,. Identidad 


(2) 
3) 


y (a+b) + (a a b') = U, 
(a » b) + (a + d') = U, 


y 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
1” 
18) 
(9) 


B,. Ley conmutalna 
B,. Complemento 


Razón 


B,, Ley conmutatrva 
B,. Ley distributiva 
B,. Ley conmultaliva 
B,. Ley asociativa 
B,, Ley conmutativa 
B,. Complemento 
Teorema )6-)-2 
Teorema 16-1-1 
Pasos (1) 


7. Demostrar (unicidad de complemento): Si a; y az son complementos de a, esto us, a 
a+az=U,a»a, =0 y ax a) = 0, entonces a; = a). 


Solución : 
Proposición 
(DD a, = «+0 
(2) = a, +(a * aj) 
(3) = (a, + a) * (a, + a) 
(4) = (a + a) » (a, + a) 
(5) = Us(a,+a) 
(6) = (e + a) » U 
(7) A 
(8) 5 = «+0 
(9) ata = q+a 
(10) 6 = 4 


Razón 


B,. Identidad 
Hipótesis 

B,, Ley distnibutiva 
B,. Ley conmutativa 
Hipótesis 

B,. Ley conmutativa 
B4. Identidad 

Pasos (1) 

B,. Ley conmutativa 
Sustitución 


8. Demostrar (ley absorción): (1) a + (a«+ bj = a. (i) a« la + 5)= a. 


Solución : 
(1) Proposición 
(1) a+(a*b) = (a » U) + (a + b) 
(2) = a+ (0 + b) 
(8) = ar (b+0) 
(4) = a+ U 
(5) 78 


(14) Principio de dualidad 


(1 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


Kssión 
B,. Identidad 
B,. Ley distribunva 
B,. Ley conmutativa 
Teorema 16-1-2 
B,, identidad 


+ 4; 
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ORDEN 
9. Demostrar el Teorema 16-2: Las condiciones siguientes son equivalentes: 
() axb'=0, (2 a+b=b, (3) a +b=U, (4) arb=a 
Solución : 
(Soto la equivalencia de (1), (2) y (31 se demuestra aquí. Que (4) es equivalente a los otros enunciados, se 
deja como ejerenio para el lector.) La demostración se efectúa en tres etapas” 


(1) (1) sempiica (2). (5) (2) implica (31 (6) (3) implica (1) 


Demostración de (1) e«*b' = 0 implica a + b= bh: 
la+b) =(a+b)eU = (a+b)e (040) = (tar (040) = d+ (090) LB 0 =D. 


Aqui * dignifica que la hipótesis se utiliza en la etapa de la demostración. Las otras etapas utilizan los axio- 
mas 0 teuremdas previos. 
Demostración de (n) a +6  baimphca a 4h UL 


a+b Y g+ta+D) — (a +0)+b— (a+a)+b = U+b = U 


Demostracion de im) e + hb - UY o mplhca a=b' 0: 
a +6  U implica (a+ hY  — U implica a “+ fp = U” implica asf = 0 


10. Demostrar el Teorema 16-3: Para cualesquiera a, be B: 
il)a<a.Q)la < by b< a implican a = b,(3)a<S byb 3 c implican a <c. 


Solución: 

(1) Notese que «<bssa+h  h. Luego a+ a a mplica a <a. 

12) Notese quee e <hbsaa+ bh byhS<asih+a—=au Luego a h+a-=a+bh-h 
(3) Notese que aX hsia+b byhZcsih4c ce. Por tanto, 


d+« -a tibia) darb+o=ht+c<c o < 


Y en consecuencia, a E 


Il. Demostrar Ste, be Bes un álgebra booliana, entonces a + h es un mayorante del conjunto la, h?. 


Solución: 
Notesc que a + la + b)= la +14 hb a+ bh. Por tanto, por definición. a < (a + +). Análogamente, 
PE ta + h) Así que « + h es un mayorante de la, hl. 


12. Demostrar el Teorema 16-4: Sea a, be B un álgebra booliana. Entonces 
(ie += supla.b!, (ii) a+ b— inf ja. $, 
Solución : 

(Agti solo se demuestra (1) Se deja la demostración de (ii) como ejercicio para el lector ) 

Segun el problema precedente. « + h es un mayorante de ¡4, h;. Para demostrar que er + h es el extremo 
superior de les, Al, esto es. sup fe. $). solo hay que demostrar que si e es tambien un mayorante de e. h|, en- 
tonces «4 + h es antenor a e. Es decir. que 

aSeoy bc umplican la + hH3<c 
Notese que a Si sta +e-cyhb<csaih4e e. Luego 


la+blre artbrci=ate €  esdecm la + hiZce 


13. Demostrar que el dual de e < hes hb < a, es decir, que la relación dual en un álgebra bootiana 
- —Boanduce la relación inversa del orden parcial en B. 
Solución: 
Notese que « < bssra' + b 0. El dual de a + h - Uesa »h - 0: luego besa 0 PerabhzZess 
hna Qe consigusente, el dual de u<hes hZa. 
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14. 


Demostrar: Los elementos neutros O y U son cotas universales, es decir. para todo a B, 
0<a=sU. 


Solución: 


Nótese que 0 + «a a+ 0= a; por tanto, 0 < «a. También a < Ussia + U 4 que es verdadero por 
el Teorema l6-1-2 O*sea que. 0 <a < U. 


CIRCUITOS CONMUTADORES 


15. 


16. 


”. 


Determinar el polinomio booliano para cada uno de los circuitos que se dan 


S) o) 4) 
o 9) o 


Ciretato dl) Circuito 121 Circa to 13 
Solución * 
(D A7SBvAJaCc (2) [An (Cv BJ] v (BC (8) (AV B ACIvAañtaB 
Construir un errcuito para cada uno de los siguwentes polinomios boolianos 
(1) (47B)v[4 "(Bv Ay B)l, (2) (AvB)ACrA(4A'¿B".C 
Solución: 


Circutlo 11) CUtirento (0, 


(1) Obsérvese que el circuito en serte A A B está en paralelo con A' A (B' y 4 y B)que es Á en serie con 
la combmación paralela Bv Av Bo 

(2) Nótese que el circuito paralelo A v B está en serie con C y en sere con el circuito paralelo 
y BBas E 


Construir un circuito equivalente más simple que el del dia- 
grama adyacente. 


Solución : 
Primero se escribe un polinomio booliano que repfresente el 


()—48) 
circuito (4) (5) 
)—4) 


AABIAnNAB)V (AA B) 


Luego se simplifica 
(AABIV(A ABI VIA AEB) [A 1 (B v B')] v (4 A B') 
[A an U] v (4 1 B”) 
AviA'nB') 
(AV AInA vB”) (4) 
UA(A vB”) 
Av B 


Asi, pues, la figura adyacente es un circuito equjvalente. (55 


NI 
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18. Verificar la solución del Problema 17 por «tablas de verdad». 


Problemas propuestos 


Demostrar el Teorema 16-)-1 (1) a + a = a is emplear el principio de dualidad) 


Demostrar el Teorema 16-1-2 (u) a 0 - 0 (sin emplear el principio de dualidad) 

Demostrar el Teorema 16-14 (u) 0' - U (sim emplear el principio de dualidad) 

Demostrar el Teorema 16-1-5 (1) (a. hy - al + bh (sm emplear el principio de dualidad) 

Demostrar la ley de absorción (1) a. la + 6) = a (sm emplear el princino de dualidad) 

Termmar la demostración del Teorema l6-2 a+h=as, y solos aeh  U (Relerse al Problema 9 ) 
Demostrar: a <b si, y solo si, b' a 

Determinar el polinomio boohano para cada uno de los circutlos dados 


a a—O 
+ ME 
O a O 


Circunto (1) Circunto (3) 


HP 2 
(8) E 4) —<O) 


Circuito (2) Circulo (4) 


PRRERRESBS 


27. Construr un circuito para cada polinomio bovhano 
(1) AviB AC) (3) (A v B) A (C v D) (5) (AvB)A [A' v (Ca B>) 
(1) AM(BvC) (4) AA Bv (CAD) (6) (AA B) YC] A [D v (4' 1 B)] 


Respuestas a los problemas propuestos 


NM (3) (A AB) yv Cv (A AC) (4) [BA(A v C)] v (A* a C” 
rx. A 


Circuito (5) Urcuto 16) 


Capítulo 17 


Razonamiento lógico 


ARGUMENTOS 

Un argumento es la afirmación de que un conjunto dado de enunciados S,,.. , S,. llamados pre- 
misas, implica (tiene como consecuencia) otro enunciado S llamado la conclision Se denolará un ar- 
aaa por SS SES 


Nótese que un argumento es un enunciado y, por tanto, tiene un valor de verdad 51 us verdadero se 
. e . . * 
dice un argumento rátido; si es falso se dice que es una falacia. 


Ejemplo 1-1: Sea el siguiente argumento * 


S,: Algunos animales pueden razonar 
S¿: El hombre es un animal 


S. El hombre puede razonar 


Aqui el enunciado $ bajo la linea es la conclusion y los enunciados 3, y 5, sobre la lnea, son 
las premisas. Sy bien cada enunciado es verdadero, se puede demostrar que el argumento $, 
5, FS es una falacia, 


Ejemplo 1.2: Sea el siguiente argumento: 


S, Los niños son ilógicos. 
Sz. No se desdcña a quien puede domar un cocodrilo. 
S3: Las gentes lógicas son desdeñadas 


(Este razonamiento se ha adaptado de Svmbolic Logu, de Lewis Carroll, el autor de Ahice m 
Wonderland.) El argumento S,, Sy. Sy E 5 es válido. 


Observación 17-1: Obsérvese que el valor de verdad de un argumento S,.,.. .S,t $ no depende 
del valor de verdad particular de cada enunciado del argumento 


ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 


Muchos enunciados verbales se pueden traducir en enunciados equivalentes sobre conjuntos, los 
cuales se pueden describir por diagramas de Venn. Por eso los diagramas de Venn se emplean a menu- 
do para determinar la validez de un razonamiento o argumento. 


Ejemplo 2-1: Sea el argumento del Ejemplo 1-2. Por 5,. el conjunto de niños es un subconjunto del canjun- 
to de las gentes ilógicas, €s decir 


gentes ng as 


Por 5 el.conjunto de las gentes ¡lógicas está contenido en el de las gentes desdeñadas, esto es, 


pentes desdeñadas 


vendes alu 
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Por S,. el conjunto de las gentes desdeñadas y el conjunto de gentes que pueden domar un co- 
codrilo son disjuntos, es decir, 


Nótese que el conjunto de niños y el de gentes que pueden domar un cocodrilo son disjuntos. 
O sea que «Los niños no pueden domar cocodrilos» es una consecuencia de S,, Sy y Sy. esto es, 


Si. SS FS 


es un argumento válido. 


ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 


Un enunciado de que un conjunto de proposiciones P,. .., FP, da lugar a otra proposición P, lo 
que se denota por P PP Ñ 
¡AS ” 


se dice un argumento sobre proposiciones, o siaplemente un argumento. 


Definición 17-1: Un argumento sobre proposiciones P,, .... P, E P se dice válido sí: P es verdadero 
siempre que P,,..:.. P, son verdaderos. o lo que es lo mismo, si 
PLA... AP. =>P 
esto es, 5 
(P, A. CA Py P 
es una tautologia. 


Por el principio de sustitución, las variables en toda IAULolos se Pueden sustituir por proposi- 
ciones, Por consiguiente, 


Teorema 17.f: Si el argumento 
Pili Pi EPA ii) 
es válido. entonces, para cualesquiera proposiciones P”. Y”, ,... el argumento 
PABLO di PAP. EPPMO"...) 
es también válido. 


Ejemplo 3-1: El argumento p, p => q E y (Ley de desprendimiento) es válido, 
En otras palabras, si p y p -+ q son verdaderos, entonces q es ver- 
dadero. La demostración de esta regla se sigue directamente de 
la Labla de verdad adyacente de p — q. Nótese que p es verdadero 
en los casos (filas) l y 2, y que p > q es verdadero en los casos 1, 
3 y 4, Luego p y p — q son verdaderos simultáneamente solo en 
el caso ), donde y es verdadeso. En otras palabras, p y p > q tim- 
plican y. es una proposición válida. 


Ejemplo 3-2: El argumento p > q,q >" E p => + (Ley del silogismo) es válido. Pues se demostró antes que 
PE=galgoer) o por “ 
Luego, por la Definición 17-1, el argumento es válido. 


La relación entre argumentos válidos sobre proposiciones y argumentos válidos en general es la 
siguiente: 
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Principio fundamental sobre la argumentación: Dados los urgumentos sobre proposiciones 


Ed SE PAI) 


st los enunciados Py, do. +... se sustituyen a las variables p, q, ... entonces 
cl argumento 
PL (Po Gor + «de». PatPo. Yo. ++») E Plpo: Go: -- 3 


es válido s1, y solamente s:. el argumento dado sobre proposiciones es válido. 
Ejemplo 3-3: Sca el argumento, 


Si. Si un hombre es soltero, es infeliz 
S,: Si un hombre es infeliz, muere joven 


S: Los solteros mueren jóvenes. 


Sva p «El es soltero», sea q «El cs anfelizo y sea r «El muere joven» Entonces S,, Sy + 5 
s puede escribir 
pP=q4q>ore por 


que es un argumento valido sobre proposiciones (Ley del silogismo, Ejemplo 3-2), En conse- 
cuencta, el argumento dado e válido 


ARGUMENTOS Y CU ANTIFICADORES 
Sea pix) una función lógica sobre un conjunto A. Si 
(Vxe A) p(x) 


es verdadero, entonces, en particular, plx,) es también verdadero para un cierto elemento 1y £ A Aná- 
logamente, 51 p(1,) €s verdadero para un elemento dudo 1, £ 4, entonces el enunciado cuantificado 
(12: A) plz) 
es tambien verdadero. Es decir, 
Principio fundamental sobre argumentos y cuantificadores: Sea p(x) una función lógica sobre un con- 
junta 4. Entonces cada uno de los argumentos siguientes es válido: 
(VacÁ)p(x), zoe A HE p(to) 
zoe A, plxo) + (32:A) p(x) 
Ejemplo 41: Sea el argumento clásico: 
S,: Todo hombre es mortal 
S¿: Sócrates cs hombre, 


S Socrates es mortal. 
Sua M el conjunto de lo? hombres. sea pla) «x es mortal» y sea a, el elemento Sócrates Enton- 
ces el argumento anterior se puede escribir en la forma 


] Si VeeM) píz) 
Su dore M 


Por tanto. por el principio fundamental, el argumento es válido. 


ENUNCIADOS CONDICIONALES Y VARIACIONES 


Sea la proposición condicional p > q y otras proposiciones condicionales simples que contengan 
PY q estoes, q =p =p > -=qy q — -p. que se llaman, respectivamente, proposiciones recíproca, 
contraria y contrarreciproca. Las tablas de verdad de estas cuatro proposiciones son como sigue: 


Condicional) 
pq 


Reaaproca 
q4>p 


Contrátla 


Contrarreciproca 
ta 


a3<<is 
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Obsérvese primero en esta labla que un enunciado condicional y su reciproco o su contrario no 
son, lógicamente, equivalentes. El teorema siguiente, sm embargo, es una consecuencia de la tabla de 
verdad anterior 


Teorema 17-2: |n enunciado condicional p >q y su contrarreciproco =q + =p son lógicamente 
eguivalentes. 
Ejemplo 5-1: Sean los enunciados siguientes sobre un triángulo A 


Po» q: Si A es equilátero, Á es isosocles 
y >»p. Si A es isósceles, A es equilátero. 
Nótese que p > q es verdadero, pero q > p es lalso. 


Ejemplo 5-2: Demostrar: (p >) Si 1? es impar, x es par. 
Demuéstrese que ta contrarreciproca q >» —q,€s decir, «Si x es par entonces v? es par» es 
verdadera. Sea + par; entonces «  2n donde n £ N, los numeros naturales. Por tanto. x?  (2m) 
0) (2) es tambien par Como la contrarrecíproca —q + —p es verdadera, el enunciado 

condicional dado p »q es también verdadero 


Observación 17-2: En general, la reciproca. contraria y contrarrecíproca de una proposición Pip, 
q. -.-) >» Otp. q. ...) son respectivamente Q >P, =P>-Q y =Q => -P. 
Además, por el Teorema 17-2 y por el principio de sustitución 


PIP.q. 1 OP 1 = Op. q...) > Pip.q. .) 


Problemas resueltos 
ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 


1. Demuéstrese que los argumentos siguientes no son válidos construyendo un diagrama de Venn 
en el que las premisas sean válidas pero la conciusión no. 


(1) Algunos estudiantes son perezosos. (2) Todos los estudiantes son perezosos. 
Todos los varones son perezosos. : Nadie que sea rico es estudiante. 
Algunos estudiantes son varones. Los perezosos no son ricos. 

Solución: 


(1) Sea el siguiente diagrama de Venn: 


Nótese que ambas premisas son válidas, pero que la conclusión no to es. 


Es posible construir un diagrama de Venn en que las premisas y la conclusión sean válidas, tal como 


ES 


Para ser válido un argumento, la conclusión debe ser siempre verdadera cuando lo sean las premisas Como 
el primer diagrama da un caso en que la conclusion no es verdadera, aun siendo verdaderas las prermisas el 


argumento no es válido. 
(2) Sea el diagrama de Venn siguiente: 


pereza 


Obsérvese que las premisas son válidas pero que la conclusión no lo es; así, pues, el argumento no es válido. 
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2. Para cada conjunto de premisas hallar una conclusión tal que el argumento sea válido y tal que 
cada premisa sea necesaria para la conclusión. 


(1) S¡: Ningún estudiante es perezoso, (2) S,: Todos los abogados son ricos, 
S,' Juan es un artista, S,: Los poetas son caprichosos. 
Sy: Todos los artistas son perezosos. S: Marcos es abogado. 


Sa: Ningun caprichoso es rico 
AS Ss 
Solución : 


(1) Por S,, el conjunto de Jos artistas es un subconjunto del conjunto de los perezosos Por $,, el conjunto de 
los perezosos y el de los estudtantes san disjumtos. Entonces 


Por $. Juan pertenece a] conjunto de los artistas” luego la conclusión correcta, como lo mdica el diagra- 
ma de Venn. es «Juan no cs estudian le» 


(Q)1 Por $, el conjunto de los abogados es un subconjunto del conjunto de los ricos Por Sy, el conjunto de los 
ricos y el de los caprichosos son disjunios. Ási, pues, 


ES 


1 


Por S.,. Marcos es un abogado, luego la conclusión correcta, por el diagrama de Venn. es «Marcos ño es pocta», 
ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 
3. Determinar la validez de los argumentos siguientes: 
(D) p->q,-p + qa (2) peqra - p 


Solución : 
Construir lts Lablus de verdad 
Mm 


(2) 


(1) Como [lp +q9)a -p] + —q no es una tautología, p>4. =p + —q es una falacia 

(2) Notese que p »> q es verdadero en los casos (filas) 1 y 4, y que q es verdadero en los casos 1 y 3: luego 
P += y y q son verdaderos simultáneamente solo en el caso 1 en que p es tambien verdadero En consecuen- 
cla, pq. y + pes un argumento válido 


4. Demostrar que el siguiente argumento es válido: 


p=>-9,r>q.r'5 -p 


Es decir, que si p — q, r —+q y r son verdaderos, entonces =p es verdadero. 
Solución: 
Método 1: Constrúyanse las tablas de verdad siguientes 
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0 <3 MA (No 
daa 
¿TE<eccme<al|j 
o e o B| 


Notese que p > =q,r » =q y r son verdaderos simultaneamente solo en el caso (fla) S en que =p us tambien 
verdadero; luego el argumento dado es válido 


Método 2. Construyendo una tabla de verdad para la proposicion 


lp — —G) A iroglar]o-p 


se encuentra que es una tavtologia; con lo que el argumento es válido, 


Métudo 3 Proposición Razón 

(ll) p=> -q es crerta, (1) Dada 

(2) r-—=q es cierta (2) Dada 

13) q -> =r es cierta, (3) Contrarreciproca de (2) 

(4d) p=> res certa, t4) Ley del silogismo. empleando (1) y (23 

(5) ro <p es cierta. (5) Contrarreciproca de 14) 

16) r es cierta. 16) Dada 

(7) .. =p es cuerla. (7) Ley de desprendimiento, empleando ($1 y (63 


Averiguar la valdez de los siguientes argumentos. 


(1) Si llueve, Enrique enfermará. (2) Si tlueve, Enrique enfermará. 
No llovió, Enriqué no enfermó. 
Enrique no enfermó. No llovió. 

Solución: 


0) 
(2) 


Sea p «Llueve» y sea q «Enrique está enfermo». Entonces el argumento dado se puede escribir PpO>Oq 
=p E =q lo cual, según el Problema 3, es una falacia. Asi que el argumento dado es una falacia 

Sea p «Llueve» y sea q «Enrique esta enfermo» Entonces el argumento dado se puede escribir p +» q. > qe =p 
lo que, mediante una tabla de verdad. se puede demostrar que es válido El argumento dado es. pues, valuio 


RECIPROCA Y VARIACIONES 


6. Hallar y simplificar. (1) Contrarrecíproca de la contrarreciproca de p »q. (2) Contrarreciproca 
de la reciproca de p — q. (3) Contrarreciproca de la contraria de p > q. 
Solución: 


(EN) 


(2) 
(3) 


La conirarreciproca de p > q es q + - p La contrarreciproca de <q —» pes = =p +2 35q3 pod, 
que es la proposición condicional origmal. 

La reciproca de p + q es q > p. La contrarreciproca de q » pes =P. >» =4. que es da vontrana de p +4 
La contraria de p > q es -q — —p. La contrarreciproca de =p > =q€s ==q >» ==pz q + p que es 
la reciproca de p>q. 


Averiguar la contrarreciproca de cada proposición. 

(1) Si Juan es poeta, entonces es pobre. 

(2) Solo si Marcos estudia, pasará el examen. 

(3) Es preciso que nieve para que Enrique esquie. 

(4) Si x es menor que cero, entonces x no es positivo. 
Solución: 


(1) 


Nótese que la contrarreciproca de p » ges —q -» —p. Por tanto. la contrarreciproca de la proposición dada 
es «Si Juan no es pobre, entonces no es poeta». 
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tl. 
12. 
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12) La proposición dada es equivalente a «Si Marcos pasa el examen. entonces ha estudiado». Por tanto, la con- 


trarreciproca de la proposición dada es «Si Marcos no estudia, entonces no pasará el examen». 


(3) La proposición dada es equivalente a la proposición «Si Enrique esquia. entonces ha nevado». Luego la 


contrarreciproca es «Si no ha nevado. entonces Enrique no esquiará», 


(4) Nótese que la contrarreciproca de p > q ts = =q > =p = q —= —p. Luego la contrarreciproca de li 


proposición duda es «Si x es positivo, entonces x no es menor que cero» 


Problemas propuestos 
Determinar la validez de los argumentos siguientes: 
a os O PA PA 
Encantrar una conclusión adecuada a las premisas dadas. de modo que el argumento ses válido. 
Dor-,37 ()p-aroq (poa por (4) p=-qr.pq 
Determinar la validez de cada uno de los siguientes argumentos para cada conclusión propuesta. 


(1) Ningún profesor es rico, (2) Todos los poetas son gente mieresunte. 
Algunos poetas son ficos. Aura cs una persona interesante. 
(2) Algunos poetas son profesores, (a) Aura es poeta. 
(4) Algupos poctas no son profesores. (56) Aura no es poeta. 


13) Todos los poetas son pobres. 
Para ser maestro. hay, que ser graduado. 
Algunos matemáticos son poetas. 
Ningún graduado es pobre. 
ta) Algunos matemáticos no son maestros. 
(b) Algunos maestros no son matemáticos. 
tc) : Los maestros no son pobres. 
td) Algunos matemáticos no son pobres. 
(e) Los poetas no son maestros. 
(71 Si Marcos es graduado, entonces no es poeta. 
(4) Todos los matemáticos son personas interesantes 
Algunos maestros venden seguros. 
Algunos filósofos son matemáticos. 
Solo la gente que no es interesante se pone a vender seguros. 
tel Algunos filósofos no son vendedores de seguros. 
(h) Los vendedores de seguros no son mulemáticos. 
(e) Algunas personas interesantes no son maestros. 
ted) Algunos maestros no son filósofos. 
(e) Algunos maestros no son personas interesantes. 


Hullar: (1) Contrarreciproca de p=> =3. 13) Contrarreciproca de la reciproca de p +» gy 
(2) Contrarreviproca de =p =q. 14) Recíproca de la contrarreciproca de p = = 4. 

HiMur le contrarreciproca de cada una de las siguientes proposiciones: 

11) Si el tune valor. ganará. 

(2) Es preciso ser fuerte para ser marinero. 

(3) Solo sí no se cansa ganará. 

(4) Ex suficiente que sea un cuadrado para ser un rectángulo. 


Respuestas a los problemas propuestos 


(1) válido (2) Falacta (1) =p Q) p=-r DD q>o'€ Y oor 


(1) tu) falacia. 14) válido (MM (a) válido. (h) falacia. (c) válido. (4) falacia. tc) válido. (f) válido 


() ta) Falacia (6) falacia (4) (a) válido. (5) válido. (c) falacia. (4) falacia. (0) válida 
li qg>oop Q)>-9>p 3) -p>q Mp3 


(1) Si él no guna. entonces no tiene valor. 

12) Si cl no es fuerte. entonces no €s Mmarincro. 
(3) Si él se cansa, entonces no ganará. 

(4) Sr no es un rectángulo, no es un cuadrado, 
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